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Resumen: Estudiamos la dindmica interna de un compacto invariante por medio de distintas nociones: atractor local,
repulsor y pareja atractor—repulsor. Se describe la descomposicién de Morse (en el sentido de Rybakowski (1987)) y
para un atractor global probamos las equivalencias de los conceptos de atractor local y descomposicién de Morse dados
en los libros de Carvalho et al. (2013) y de Rybakowski (1987). Se presentan los resultados de Aragdo et al. (2011)
segun los cuales existe una equivalencia entre el semigrupo gradiente (admite una funcién de Lyapunov) y el semigrupo
dindmicamente gradiente (en el sentido de Carvalho et al. (2013)). Concluimos presentando la estabilidad de semigrupos
gradientes bajo perturbaciones, via ejemplos ilustrativos.

Palabras claves: Funciones de Lyapunov y estabilidad. Atractores. Repulsores. Semigrupo dindmicamente gradiente

Dinamically Gradient Semigroups in a Metric Space

Abstract: We study the internal dynamics of an invariant compact by using different concepts: local attractor, repeller
and “pair attractor-repeller”. The “Decomposition of Morse” (in the sense of Rybakowski (1987)) is described, and on a
global attractor we prove the equivalence of the concepts of local attractor and Decomposition of Morse given in the books
of Carvalho et al. (2013) and of Rybakowski (1987). The results of Aragdo et al. (2011) are presented according to which
there exists an equivalence between the gradient semigroup (it has a Lyapunov function) and the dynamically gradient
semigroup (in the sense of Carvalho et al. (2013)). We conclude by presenting the stability of gradient semigroups under

perturbations, via illustrative examples.

Keywords: Lyapunov functions and stability. Attractors. Repellers. Dinamically Gradient Semigroup.
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1. INTRODUCCION

Los sistemas dindmicos en dimension infinita abarcan aquellos
que en algin sentido son disipativos, por ejemplo, los semigrupos
que admiten un atractor global: «un compacto invariante que
atrae a todos los conjuntos acotados» (Raugel, 2002; Hale,
2004). En Rybakowski (1987), se exponen dos conceptos titiles
en un compacto invariante: atractor local y descomposicién de
Morse. Ambas nociones fueron reexaminadas en Carvalho et al.
(2013), pero en un atractor global. Con el objeto de comparar
los resultados de Carvalho et al. (2013) con los de Rybakowski
(1987) y asi esclarecer el contexto, en el presente trabajo a las
definiciones dadas en el libro de Rybakowski se les adiciona el
adjetivo «débil» y se prueba su equivalencia cuando el compacto
invariante es un atractor global. Las dos equivalencias estdn
en la proposicién 2.11 y el teorema 3.4, respectivamente. La
tercera — aparece en el teorema 4.13 — es la equivalencia entre el
semigrupo gradiente (los que poseen una funcién de Lyapunov) y
el semigrupo dindmicamente gradiente (en el sentido de Carvalho
et al. (2013)), tal como se prueba en Aragdo et al. (2011). Se
estudia finalmente la estabilidad de los semigrupos gradiente,
por medio de algunos ejemplos que ilustran el teorema 5.3,
demostrado en Carvalho et al. (2013).
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1.1 Notaciones y definiciones previas

El dominio de las aplicaciones consideradas en este articulo es un
espacio métrico (X,d), denotado por X. La topologia se construye
por medio de la distancia d : X X X — [0,+) y haciendo uso
de la e—vecindad abierta generada por cada € > 0 en cualquier
subconjunto A de X, la cual viene dada por

Oe(A)=|J{reX:d(xa) <e} ={xeX:d(xA) <e},

acA

donde d(x,A) = inf{d(x,a): a € A}. Especificamente, una familia
T(-) ={T(¢) : t > 0} que estd formada por funciones continuas
de X en X es un semigrupo en X, si 7(-) satisface las tres
condiciones siguientes:

o T(0) = Ix, donde Ix es la aplicacién identidad en X.
o T(s+1t)=T(t)T(s) (composicién), para todo z,s € [0, +oo).
o [0,400) x X 3 (1,x) — T(f)x € X es continua.

La orbita positiva de un subconjunto E de X viene dada por

Y"(E)=JT@)E.

t>0
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Con la 6rbita se estudia el comportamiento asintético de E bajo
la accién del semigrupo, por ejemplo, cuando la drbita positiva
es el propio conjunto. Se utilizan concretamente los subconjuntos
invariantes bajo T'(-), es decir, los conjuntos A C X que cumplen
T(t)A=A, paratodo ¢>0.

Para relacionar las propiedades dindmicas de un conjunto
invariante con otras Orbitas, se introduce el concepto de atraccién
para lo cual es necesario comparar conjuntos. Esto se logra
haciendo uso de la semidistancia de Hausdorff entre dos
subconjuntos del espacio métrico, la cual viene dada por

dp(A,B) =sup{d(a,B):acA}; ACX, BCX.
De este modo, cuando
limdy (T (1)B,A)=0; ACX, BCX

[—ro0

se dice que A atrae al conjunto B. Finalmente, al subconjunto <7
de X se le denomina atractor global para T'(-) cuando:

© &/ es compacto.
© &/ es invariante.
© o atrae a cada subconjunto acotado de X.

Cabe mencionar que cada atractor global no solo es tnico, sino
también estd formado por todas las soluciones globales que son
acotadas.

La exposicién se organiza de la siguiente manera. En la seccién 2
se definen los dos tipos de atractores locales y se describen las
condiciones para obtener su equivalencia (proposicioén 2.11). En
la seccién 3 no solo se incluye el concepto de descomposicion
de Morse débil, sino también sus propiedades dindmicas. En este
contexto, se usa la llamada familia invariante aislada para obtener
el teorema 3.4, donde se establece la equivalencia del concepto de
descomposicion de Morse presentado por dos enfoques diferentes
en los libros de Rybakowski (1987) y de Carvalho et al. (2013).
En la seccion 4, se introduce el concepto de semigrupo gradiente
con respecto a una familia invariante aislada y se prueba que
el semigrupo es dindmicamente gradiente con respecto a esa
familia (proposicion 4.8). Para la reciproca de esta afirmacion se
construye una funcién de Lyapunov generalizada, estableciéndose
asi la equivalencia entre los dos conceptos (teorema 4.13). En
la seccion 5, se presenta el teorema de estabilidad (teorema 5.3)
como una aplicacién de la teoria desarrollada en las secciones
anteriores, mediante algunos ejemplos. Se concluye con el
apéndice A, donde se describen las propiedades bdsicas de las
soluciones maximales de una ecuacidn diferencial auténoma
definida en un espacio de dimension finita.

2. ATRACTORES EN UN COMPACTO INVARIANTE

El conjunto w—limite, asociado a E es

o(E) =y (T(s)E) = (UT)E).

5s>0 s>0 1>s

Este conjunto cerrado no solo verifica la siguiente igualdad
o(E) = o(T(¢)E),¥Vt > 0, sino también es positivamente
invariante: T (1) (E) C ®(E),Vt > 0. Ademés

ACB = w(A) C o(B). (1

Por ejemplo, para un compacto invariante A C X se cumple la
igualdad @(A) = A. El w—limite del conjunto unitario E = {z}
se denota por ®(z) y satisface

oiz)={yeXx:30<y 222, 4 oo con kh’m T(n)z=y}.
VNS

Cabe mencionar que si £ C X es un conjunto no vacio, puede
ocurrir que

o(E) # | 02).

Z€E

Esto sucede, por ejemplo, en el siguiente sistema de ecuaciones
diferenciales:

i=—y+ (@ +y - 1)(4 -2 —y)x,

y= x+ (2 +y> = 1)(4—x>—y)y.

(@)

Figura 1. Retrato de fase del sistema (2)
https://www.wolframalpha.com/

En el siguiente disco compacto D; = {(x,y) € R? : x> +y> < 1},
se obtiene que T'(t)D; = D; para todo ¢ > 0. Ademds

51 = 60(51) 75 {(0,0)}U(951 = U (D(Z)

ZEE]

Observacion 2.1. El sistema (2) es un caso especial del
Ejemplo 6.3 y por tanto, definen adecuadamente un semigrupo.
En coordenadas polares (r,0) el sistema (2) induce naturalmente
la siguiente ecuacién diferencial:

dr
78 = =1)4-r)r.

En particular,

dr
2 — < 0. 3
r> :>d9< 3)

La desigualdad se preservapara 0 <r<l,yenr=1yr=2
aparecen dos ciclos limite.
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2.1 Pareja atractor-repulsor

La siguiente definicién aparece en el libro de Rybakowski y no
presupone la existencia de un atractor global para el semigrupo.
Para evitar cualquier equivocacion se habla de una pareja atractor—
repulsor dentro de un compacto invariante. Este concepto es
complementario al llamado par atractor—repulsor en un atractor
global (definicién 2.9).

Definicién 2.2. Sea S, un compacto invariante bajo 7'(-). El
conjunto A C S,/ es un atractor local débil (en S.,) si existe una
constante € > 0 que satisface

0(0:(A)NSy) =A.

El repulsor (relativo a S/) asociado al atractor local débilA C S,
es
A ={xeSy :0(x)NA=0}.

Al par ordenado (A,A*) se le dice: pareja atractor—repulsor,
respecto a Sgy.

Ejemplo 2.3. En el semigrupo inducido por (2) y descrito por la
Figura 1 el conjunto S, = D; es un compacto, invariante bajo
T(-). El conjunto A = Dy es un atractor local débil pues satisface
A=0(0:(A)NS,y) para algiin € > 0y su respectivo repulsor A*
es J.

En el estudio de las propiedades dindmicas de la pareja atractor—
repulsor (A,A*) en un compacto invariante S, (teorema 2.4),
aparece el concepto de solucién global. La solucién global para
el semigrupo 7'(+) es una funcién continua & : R — X que verifica

T(1)§(s) =&(t+s),

Si x € X admite una solucién global &, con &,(0) = x se dice
que la solucién global &, pasa por x. Esta solucién &, verifica
&:(t) = T(t)x para todo t > 0. Ademds, el conjunto az—limite es

VseR y Vtel0,+o0).

a(g)={yex:30<x 12, oo con ]gn E(—1) =y}

En este contexto, por la continuidad del semigrupo se obtiene
T(t)o(&) C a(&,),Vr > 0. Andlogamente, para cada eleccién del
pardmetro ¢ > 0, la regla de correspondencia s — & (r + s) define
una solucién global que pasa por T (¢)x.

Teorema 2.4. Sea (A,A*) una pareja atractor-repulsor para T (+),
respecto a Sy, entonces

(a) Los conjuntos A y A* son disjuntos, compactos e invariantes.

(b) Sea &, =& :R— S,y lasolucion global que pasa porx € S y;
las siguientes implicaciones son vdlidas:

(i) Si x € A* 0 la interseccion ®(x) NA* # &, entonces
E(R) CA™.

(ii) Si (&) NA # @ entonces E(R) C A.
(iii) Six &€ AUA*, entonces A* D o(&) y w(x) C A.

Demostracion. La prueba de este teorema aparece en el dltimo
capitulo del libro de Rybakowski (1987). O

Corolario 2.5. Sean x € S,y y A el atractor local débil en S .
Si o(x)NA # @, entonces 0(x) C A.

Demostracion. Se observa inicialmente que si x € A, entonces por
la propiedad (1) y la invarianza de A se obtiene directamente que
el conjunto (x) estd incluido en A. Si por el contrario x ¢ A y la
interserccion @(x) NA # &, la definicion del repulsor A* implica
directamente que x ¢ A*. En otras palabras, x & (AUA*). Por
el teorema 2.4, se obtiene w(x) C A. Por lo tanto, se cumple el
corolario. O

2.2 Pares en un atractor global

El atractor global de T(-) es el compacto invariante que atrae
a cada subconjunto acotado de X. En otras palabras, el atractor
global es un compacto invariante al cual confluyen todas las
trayectorias, este hecho nos da la informacién de cémo evoluciona
el sistema con el transcurrir del tiempo. Cabe recordar que
el atractor global es dnico y se caracteriza con las soluciones
globales & que son acotadas. Es decir, el atractor global &7
satisface

o = {é‘ (0): & es una solucién global acotada}.

A continuacion, se presenta un resultado de existencia del atractor
global en dimensidn finita, tal como aparece en Gavilan (2019).
Cabe mencionar que tal monografia no describe la estabilidad de
las familias uniparamétricas de semigrupos en el sentido de la
seccion 5.

Proposicion 2.6. Si X = R" y T(-) admite un subconjunto
acotado B C R" que atrae a cada conjunto unitario de R".
Entonces B atrae a cada subconjunto compacto K C R". En
particular, B es atrayente, es decir:

tEdeH(T(I)C’B) =0, VYCcCR", acotado.

Demostracion. La condicién «B atrae al conjunto A» es
equivalente a decir para cada constante € > 0, la vecindad & (B)
absorbe al conjunto A. Simbdlicamente esto significa:

Ve >0,Ttse >0tal que T(1)A C Oc(B), sit > tae. (4

Esto se obtiene directamente, puesto que la inclusién 7T'()A C
O¢(B) es equivalente a la desigualdad dy (T (t)A,B) < €. En este
contexto, basta probar que para cada conjunto compacto K C IR”
se cumple:

€ > 0= 0¢(B) absorbe al conjunto K.

En efecto, si € > 0, la condicién IEI_P dy (T (1)x,B) =0,vx € R"

implica que alguna vecindad abierta de x € K es absorbida por
U¢(B). Usando una cobertura finita del compacto K se infiere que
O¢(B) absorbe K. Por (4), se obtiene que B atrae a cada compacto
K CcRR™

El conjunto B es atrayente, pues para cada acotado C C IR" su
clausura C es un compacto que satisface no solo la inclusion
T(¢)C C T(t)C sino también

dy (T(1)C,B) = dy (W,B) < dy (T (t)C.B) — 0.

Esto concluye la demostracion. O
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Ejemplo 2.7. La ecuacién diferencial

X=—x(x—=m)(x+n),

7N es una constante

induce un semigrupo 7'(-) que admite un conjunto compacto e
invariante que atrae a cada nimero real. Especificamente, a partir
de la proposicion 2.6, se obtiene que el intervalo &7 = [-1, ] es
el atractor global.

Ejemplo 2.8. Considere el sistema de ecuaciones diferenciales
dado en (2). Por la caracterizacién presentada en (3), se obtiene
directamente que el disco

Dy ={(x,y) e R?:x* +)y* <4},

de la Figura 1, es un conjunto compacto e invariante bajo 7'(-) que
atrae a cada conjunto unitario del plano R%. En este contexto, la
proposicién 2.6 garantiza que el disco D, es el atractor global del
sistema.

A continuacién, se estudia la estructura del atractor global.

Definicién 2.9. Sea T(-) un semigrupo que admite un atractor
global &7 C X. Un subconjunto A C &7 es un atractor local del
semigrupo si

0(0g(A)) =A, paraalgin € >0.

El repulsor A* asociado al atractor local A es el conjunto definido
por
A*={xed:0(x)NA=0o}.

El par (A,A*) es llamado par atractor-repulsor para 7' (-).

Ejemplo 2.10. A manera de ilustracién se presentan algunos
atractores locales que se construyen dentro del atractor global
o/ = D, (ejemplo 2.8). Especificamente, ellos son:

Ag=9, A1 = {(0,0)}, Ay = {(0,0)}Uaﬁ2 y Az =Dy =4

Asi, cada uno de estos conjuntos cumplen ®(0¢(A;)) = A;
para algin € > 0 cuando 0 < j < 3. Sus respectivos repulsores
asociados son:

A=, A =D, \int(Dy), A5=0D; y A3=0
donde int(Dy) significa el interior de D;. Ademds se observa que
PG=A0CAICACA3=o y O=A5CASCAICAy=4.

La siguiente proposicion presenta las definiciones de atractor local
de acuerdo a dos enfoques diferentes. El primero aparece en el
libro de Rybakowski (1987) y el segundo se encuentra en el libro
de Carvalho et al. (2013).

Proposicion 2.11. Sea <7 un atractor global para T (-). SiA C o/
es invariante, son equivalentes:

(a) Existe € > 0 tal que w(ﬁg(A) ﬁng) =A.

(b) Existe € > 0 tal que a)(ﬁ’g(A)) =A.

Demostracion. Si se acepta el item (b), basta observar que
AC O (A)Nd C Og(A).

A partir de las propiedades del conjunto limite, que aparecen en
(1), se obtiene que

0(A) C 0(G:(A)N7) C 0(G:(A)) = A

Por lo tanto, se cumple (a) pues A es invariante.
Para la demostracion de la reciproca vea el libro de Carvalho et al.
(2013). O

Observacion 2.12. Cuando en la proposicién 2.11, se sustituye la
condicién &7 (atractor global) por S, (compacto e invariante) la
equivalencia no necesariamente es vdlida.

Este hecho se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.13. Sea S, = D;. En el ejemplo 2.3 se observa que
el conjunto A = D| cumple el item (a) de la proposicién 2.11, sin
embargo A = D no satisface el {tem (b), pues (0 (A)) # A para
todo € > 0.

3. DESCOMPOSICION DE MORSE

El estudio de la descomposiciéon de Morse es una herramienta
importante que permite entender la dindmica de un atractor global.

Definicion 3.1. Sea S, C X, un conjunto compacto e invariante
con respecto a T(-). Una coleccion ordenada {Ei,...,E,} de
subconjuntos E; C S,/ es una descomposiciéon de Morse débil
de S si existe un sucesion creciente

A= CA C---CA_1 CSy =4, (&)

de atractores locales débiles, en S, para los cuales se cumple
Ej :AjﬁAj_l, Vi<j<nm.

Las propiedades bédsicas de una familia que satisface esta
definicién se describen en la siguiente proposicion.

Proposicion 3.2. Sea S, C X un compacto, invariante con
respecto a T(-) y {E1,...,E,} una descomposicion de Morse de
Sy asociada a los atractores locales débiles, 2 =Ay CA, C--- C
An—1 CA, =S.. Se satisfacen los siguientes enunciados.

(a) Existe € > 0 tal que O¢(E;)NOe(Ej) =@ si1 <i< j<n.

(b) Si &, =& R — Sy es la solucion global que pasa por
x € Sy, entonces:

* 0&(R) CEjparaalgin j=1,...,n.
* o existen k < r tal que E;, D (x) y a(x) C E,.

LEg):

1<k<n.

(¢) Cada Ay, estd vinicamente determinado por {Ej, ..

Ay ={x€Sy: a(é) CEU---UE},

d) Si1<i<n, (Al;l,E,-) es una pareja atractor-repulsor
respecto a A;.
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Demostracion. Referimos al libro de Rybakowski. O

La siguiente proposiciéon describe una caracterizacién de la
existencia de una familia que satisface la definicién 3.1.

Proposicion 3.3. Sea S, C X un compacto, invariante con
respecto a T (+). Si se asume que la familia ordenada {E\,...,E,}
satisface las tres condiciones:

1. Cada E; C S es compacto e invariante.
2. Existe € > 0tal que O¢(E;)NOe(Ej) =@, si1 <i< j<n.

3.8 & =& :R — Sy es la solucion global que pasa por
x € Sy, entonces

* 0&(R) CE;paraalgini=1,...,n.
* o existen j < ital que E; D 0(x)y a(&) C E;.

Entonces {E\,...,E,} es una descomposicion de Morse de S ..

Demostracion. La prueba estd en el libro de Rybakowski. O

3.1 Familia invariante aislada

Este concepto aparece en el articulo de Aragdo et al. (2011)
y es de gran utilidad para describir las propiedades de una
descomposicion de Morse, en un atractor global o7 (teorema 3.4).
La familia {Ej,...,E,} es invariante aislada si existe § > 0 tal
que

Os(Ei)NOs(Ej) =@, cuando 1 <i< j<n

y cada cerrado E; C </ es el invariante maximal en O (E;). En
otras palabras, cada conjunto cerrado E; es invariante aislado.
Especificamente, un conjunto cerrado e invariante £ C X se
denomina invariante aislado, si existe una constante € > 0 tal
que el conjunto inicial E es el invariante maximal en &g (E), es
decir, cualquier conjunto invariante B C O (E) satisface B C E.
Por ejemplo, en un atractor global .o

cada atractor local A C o7 y su respectivo repulsor

son invariantes aislados.

El siguiente teorema demuestra la equivalencia del concepto de
descomposiciéon de Morse dados en los libros de Rybakowski
(1987) y de Carvalho et al. (2013). Cabe mencionar que por
la proposicién 2.11 los pares atractor-repulsor en un atractor
global heredan las propiedades topoldgicas de las parejas atractor-
repulsor, por ejemplo la compacidad. En particular, se dan las
condiciones para aplicar el teorema 2.4.

Teorema 3.4. Sea T(-) un semigrupo que admite un atractor
global <. Son equivalentes:

(1) El atractor global admite una descomposicion de Morse
débil. Es decir, existe una coleccion ordenada {E\,...,E,}
asociada a una familia de atractores locales débiles en of

F=A)CAIC---CA,_ 1CA, =
por medio de la relacion

Ej:AjﬂA)f

j—1s V1§J§n

(2) El atractor global admite una familia ordenada {E\,...,E,}
de cerrados que es invariante aislada, para la cual cada
solucion global & : R — < induce i, j con i > j tal que

Ei [—r—o0 (é(t) t—+oo E/

Demostracion. (1 = 2): Se prueba inicialmente que la siguiente
familia ordenada {£),...,E,} es invariante aislada. Para obtener
esta afirmacion se observa que todos los conjuntos £ i =Aj ﬂA}Ll
son compactos y disjuntos, por ello existe una constante positiva
€ > 0 que satisface O, (E;) N O¢(E;) = @ cuando 1 <i < j<n.
Como E; es el repulsor de A; | en A;, entonces E; es invariante
aislado, es decir, admite una constante &; > 0 de modo que E;es
invariante maximal en &, (E;). Por tanto,

* Existe la constante § = min{¢, 6y,...,6,} > 0 para la cual se
cumple que E; es invariante maximal en &g (E;). Ademds, si
1 <i< j<n,lainterseccion O5(E;) N O5(E;) = 2.

Continuando con la prueba, se afirma que cada solucién global
& : R — . induce subindices i, j con i > j de modo que (&) C E;
y ®(£(0)) C E;. En este sentido, se dax = &£ (0) € &/ y se elige el
subindice i como el menor elemento del conjunto {1,...,n} para
el cual el respectivo atractor local A; contiene a x, pero A;_| no lo
incluye. Es decir,

i=min{l,....,n: x €A;, perox ¢ A;_1 }.

En este contexto, si x € A7, la invarianza del conjunto cerrado E;
garantiza que o (&) Uw(x) C E; y se concluye. Si por el contrario
x & Af, es decir x ¢ (A;—1 UA?_|), el teorema 2.4 muestra que
a() C A,y o(x) C Aji_y. La eleccion de i y la invarianza de
A; implica que o(&) C E; = A;NA}_|. De o(x) C A;_, pueden
ocurrir dos situaciones complementarias:

0o (x)NA7_, # &, obien w(x) NA}

i—

2:@.

Si w(x) NA}, # @, el teorema 2.4 muestra que ®(x) C A7,
y se concluye que @(x) C E;_;. Si por el contrario @(x) es
disjunto de A¥ , se desprende que @ (x) NE;_; = @. Es mds, la
suposicién o(x) NAf , = & implica que @(x) NA;_» # & y por
el corolario 2.5 se obtiene @(x) C A;_>. En este contexto,

(x)(x) CA;»

oyt 0 | = 00 Ee

(0] ()C) CAi»

(D(x) ﬂA:-k_3 — } —— (J)(x) CAj_3.

De este modo, se desprende que ®(x) C E;_» o bien ®(x) C A;_3.
Continuando con este procedimiento inductivo, puede finalmente
ocurrir que ®(x) C A, y asi se desprende que @ (x) C E; o bien
®(x) C A; = Ej. Es decir, o(x) C E}, para algin 1 < j < i. Por
lo tanto, se cumple (2) en el presente teorema.

(2 = 1): La familia ordenada de cerrados {E),...,E,} es
invariante aislada, existe § > 0 tal que O5(E;) N O5(Ej) = @
cuando 1 <i < j <n,yademds cada cerrado E; C .7 es invariante
maximal en Og(E;). La compacidad de </ garantiza que cada
E; es compacto. Con todo esto, (2) induce las condiciones de
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la proposicién 3.3. Por lo tanto, la familia {Ej,...,E,} es una
descomposicion de Morse y se obtiene (1). Esto concluye la
demostracion. O

Ejemplo 3.5. La descomposicién de Morse .¥ = {E|,E»,E3}
del atractor global &/ = D, se obtiene utilizando la relacién
Ei=A jﬂA;_l para todo 1 < j <3, donde el par atractor—repulsor
(Aj,A;‘») estan dados en el ejemplo 2.10. Es decir,

E|=A; ﬂAS = {(0,0)}ﬂﬁ2: {(0,0)}
E, = A;NAT = ({(0,0)}UdD;) N (D \int(Dy)) = 9D;.
E3 =A3NA; =D,NdD, = dD;.

Ademds, se observa que la familia ordenada . = {E|,E,,E3} de
cerrados es invariante aislada. Ademas, en la Figura 1, para cada
solucién global £ : R — &/ se cumple

o i E(r) ot E; cuando i = 1;2. (6)
4. SEMIGRUPO DINAMICAMENTE GRADIENTE Y FUNCION
DE LYAPUNOV

En esta seccidn, se caracteriza al semigrupo gradiente usando el
siguiente concepto de estructura homoclinica.

Definicién 4.1. Sea 7'(-), un semigrupo y sea .’ = {E\,...,E,},
una familia invariante aislada. Una estructura homoclinica en
. es un subconjunto {Ekl,...,Ekp} de .¥ (p < n), asociado a
soluciones globales {&;,...,&,} para las cuales se cumple

[——o0 t—r-o0

Ekj — éj(l) —>Ekj+l’

1<j<p

donde Ej

1 = Ei, y cada &; admite un #; con &;(t;) ¢ (Ey; U
1

jor)-

Ej;

Ep,

3

Figura 2. Estructura homoclinica (p = 3).

Ejemplo 4.2. De (6) se infiere que el sistema no tiene estructura
homoclinica en la familia invariante aislada ..

A continuacién, se presenta el concepto de semigrupo
dindmicamente gradiente, de acuerdo con la presentacion dada
en el libro de Carvalho et al. (2013). Cabe mencionar que este

concepto aparece inicialmente en el articulo de Aragédo et al.
(2011) con el nombre de semigrupo tipo-gradiente y en el articulo
de Carvalho et al. (2007) se extiende al caso de los procesos de
evolucion.

Definicién 4.3. Sea T'(-), un semigrupo que admite un atractor
global &7 y sea ./ = {E),...,E,}, una familia invariante aislada.
Se dice que 7'(+) es dinAmicamente gradiente, respecto a . si

¢ Para cualquier solucién global £ : IR — & existe 1 <i,j<n
tal que

t——o0 t—r+oo
E; &(1) E;
o No existe una estructura homoclinica asociada a ..

Ejemplo 4.4. La ecuacién diferencial ¥ = —x(x — 1)(x + 1),
induce un semigrupo 7'(-) que tiene un atractor global & =
[-1,1]. Sea .¥ = {E1,E»,E3} una familia invariante aislada,
donde E; = {—1};E, = {1} y E3 = {0}. Se observa que para
cualquier solucién global & : R — & se cumple

B2 E(n) B2 E), j=152.

Por lo tanto, no existe estructura homoclinica en . y en
consecuencia 7 () es dindmicamente gradiente respecto a ..

Ejemplo 4.5. De los resultados obtenidos en los ejemplos 3.5
y 4.2 se concluye que el semigrupo T(-) es dindmicamente
gradiente con respecto a la familia invariante . = {E},E,E3}.

4.1 Semigrupo gradiente

Definicién 4.6. Sea T'(-), un semigrupo que admite un atractor
global &7 y sea . = {E},...,E,}, una familia invariante aislada.
Se dice que T'(-) es un semigrupo gradiente con respecto a .’
si existe una funcién continua V : X — R tal que:

o La funcién [0,00) 3¢ — V(T (¢)x) € R es decreciente, para
cadax € X

© Vesconstante en Ej, paracada 1 <i<ny

n
o V(T(t)x) =V(x),vt > 0siy slosix € | JE:.
i=1
V es la funcién de Lyapunov generalizada de 7 (-), con respecto
a.?.

Ejemplo 4.7. La ecuacion diferencial
i=—x , x€R,
genera un semigrupo T'(-) cuyo atractor global es &/ = {0}. En

este caso, . = {E|} = {{0}} es invariante aislada y la funcién
V:R — R, definida por V (y) = % cumple

dt
donde x(t1) = T(t)xp es la solucién que satisface x(0) =
xo. Claramente se verifica que ¢ — V(T (t)xp) es decreciente.
Ademds, V (x(r)) = V(xo),Vt > 0 implica que x(z) € {0} = E;.
Por tanto, V es una funciéon de Lyapunov y el semigrupo es
gradiente con respecto a . .
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Proposicion 4.8. Si V : X — R es una funcion de Lyapunov
generalizada de T (-), con respecto a la familia invariante aislada
S ={Ey,...,E,}, entonces T (-) es dindmicamente gradiente con
respecto a ..

Demostracion. Para verificar la definicién 4.3 se considera una
solucién global &, con &,(0) = x. Como T'(-) es gradiente con
respecto a la familia invariante aislada % = {E|,...,E,}, se
cumple que

UEkyafx UEk

Por tanto,

¢ Para cualquier solucién global £ : IR — & existe 1 <i,j<n
tal que

E 4= () 5 E,

Para probar que . no tiene una estructura homoclinica se procede
por reduccidn al absurdo. En otras palabras:

* Se admite un subconjunto {Ej,,...,E,} de & (p < n),
asociado a soluciones globales {&;,...,&,} tales que

Ekj t——oo éj(t) t—o0 E

1

cuando 1 < j < pcon Ey,., = Ey.

Como V es continua y decreciente a lo largo de las soluciones,
paratodo 1 < j < pys <0<t setiene

V(a(5)) 2 V(§i(s)) = V(§;(0)) = V(E;(1) =

donde V(Ey) = V(a(&)) y V(@(£,(0))) = V(Ey,.,). Puesto

que Ey,,, = Ey,, se desprende que V(T (1)6,(0)) =V (5, (1)) =
V(&,(0)) y por la definicién 4.6, £,(0) € U/_ E;,. Por la

invarianza de cada Ej, se tiene que los conjuntos limites
0(&,(0)), a(&p) C Ei, paraalgun1<Jo<p Como w(&,(0)) C

Ey, 0y .05 ( é,,. )C Ek.p, surge una contradiccion con la definicién de
familia invariante aislada. Consecuentemente,

V(0(5(0))),

& No existe una estructura homoclinica asociada a ..

Por tanto, el semigrupo satisface la definicién 4.3. O

4.2 Atractor tipo-gradiente

En el articulo de Carvalho et al. (2009), se presenta el concepto
de atractor tipo-gradiente como el atractor que se caracteriza por
medio de la unién de los conjuntos inestables de sus conjuntos
invariantes asociados (8). En este contexto, de acuerdo con la
clasica teoria de los sistemas dindmicos, el conjunto inestable
de un subconjunto invariante E viene dado por

WYE)={zeX:3& : R—Xy YErzlma’,q(éz(s),

E) =0}.

Ejemplo 4.9. Se considera los conjuntos invariantes

para el semigrupo generado por el sistema dado en (2). Los
conjuntos inestables de cada E; son:

WM(E]) =F, WM(EQ) =y WM(E3) :int(ﬁz)\E].

Ademas, cuando los conjuntos invariantes son atractores locales,
estos coinciden con sus conjuntos inestables.

En el siguiente teorema se describen las propiedades bdsicas
de un semigrupo dindmicamente gradiente respecto a una
descomposicion de Morse del atractor global. En este contexto,
se utilizan los conjuntos inestables para obtener atractores locales.

Teorema 4.10. Sea T (-) un semigrupo dindmicamente gradiente
respecto a la familia invariante aislada . = {E\,...,E,}. Si .
es una descomposicion de Morse de <7 . Entonces los conjuntos

k
A= UW“(E,)
i=1

con 1<k<n

son atractores locales de T (-) que satisfacen las inclusiones Ay =
DGCAIC- - CA1 CAy=A YE; :AjﬁA;‘-fl. Ademds,

U ©)

Demostracion. Una prueba aparece en el articulo de Aragdo et al.
(2011). O

n
(4, UAF)
j=0

Del teorema 4.10 se desprende otra caracterizacién del atractor
global:

n
o =A, = JW"(E;
i=1
y recibe el nombre de atractor tipo-gradiente.

®)

Ejemplo 4.11. Si se considera los resultados del ejemplo 4.9 se
tiene que

o = As

= L;JW”(E,)

donde E; fueron obtenidos utilizando la relacién E; = A;NAT | del
ejemplo 3.5 en el cual también se presentan los atractores locales.

4.3 Construccion de la funcion de Lyapunov generalizada

Los siguientes resultados permiten construir la funcién de
Lyapunov generalizada del teorema 4.13.

Proposicion 4.12. Se asume que T (-) admite un atractor global
oy que (A,A*) es un par atractor-repulsor para T (+), con A # 2.

1.- La  funcion  h X — [0,4e) dada  por
h(z) = sup,sq d(T (t)z,/) cumple
(a) h='(0) = </ y h es continua en X.
(b) 1t h(T(t)z) es decreciente, para cada z € X.
2.- La funcién L : X — [0,1], dada por
d(zA)
L) =———+—"—— td bien definid
(z) d(A) +d(A) estd bien definida
y es uniformemente continua en X. Ademds, L~'(0) = A y

L7'(1) = A~

Revista Politécnica, Agosto - Octubre 2022, Vol. 50, No. 1



Maruja Gavildn

50

3.- Lafuncion K : X — [0,1] dada por K (z) = supL(T (t)z) esta
t>0
bien definida y satisface:

(a) K es continua en X y decreciente a lo largo de las
soluciones.

() K1(0)=AyK'(1)Nno/ = A"

(c) Size o y K(T(t)z) = K(z), Yt >0 entonces z €
AUA*.

4.- La funcion f:X — R dada por f(z) = K(z) + h(z) es
continua en X, y satisface:

(a) f decreciente a lo largo de las soluciones.
(b) fH0)=Ay fT(1)Nnea =A%,
(b) SizeXy f(T(t)z) = f(z), Vit > 0 entonces z € AUA*.

Demostracion. Esta construccién aparece en los trabajos de
Aragdo et al. (2011); Carvalho et al. (2013) (vea también las tesis
de Marin (2016)). O

Los autores en el articulo de Aragdo et al. (2011), recuerdan
que en el articulo de «en Carvalho et al. (2009) aparecen los
semigrupos dindmicamente gradiente(no requieren la existencia
de una funcion de Lyapunov, solo algunas propiedades en
la descomposicion de Morse del atractor) como un concepto
intermedio entre los semigrupos gradientes y los semigrupos que
admiten un atractor tipo-gradiente» (8). Para los semigrupos
que admiten un atractor global, ser dinimicamente gradiente con
respecto a una familia invariante aislada es equivalente a poseer
una funcién de Lyapunov generalizada.

Teorema 4.13. Sea T(-), un semigrupo que admite un atractor
global o y sea & ={E\,...,E,}, una familia invariante aislada.
Son equivalentes:

(1) T(-) es un semigrupo gradiente con respecto a ..
(2) T() es ./ —dindmicamente gradiente.

Demostracion. La parte (1 = 2) se prueba en la proposicion 4.8.
Para obtener (2 = 1) se construye una funcién de Lyapunov
generalizada V: X — R que satisface V(Ey) = k—1paral <k <
n. Inicialmente se reordena . para obtener una descomposicion
de Morse y se usa cada par atractor-repulsor (A j,Aj.). Con esto se
consideran las funciones continuas K; dadas por

. d(T(l‘)Z,Aj) .
K;(z) = sup AT W) +dT oA | Vi<j<n
y se define
V(z) =h(z)+ ) K;(2),
j=0
donde
Ko(z) = sup d(T(1)22) =0.

d(T(t)z,2) +d(T(1)z,)

t>0

Como las funciones 7 y K; son decrecientes a lo largo de las
soluciones (proposicion 4.12), se obtiene el primer item de la
definicidén 4.6, segun el cual:

o La funcién [0,00) 3¢ — V(T (¢)x) € R es decreciente, para
cadax € X.

Para continuar se considera z € Ey = Ay NA;_ . De este modo,
ZEALCA 1 C--CA =y

ZE€EAL_ | CA;_,C--CAlCAy= 4.
En consecuencia

h(z):O,Kj(z)zl, si1§j§k—lij(z):O, sik<j<n.

Es decir,
n k—1 n k—1 n
Vi)=Y Ki(x) = Y ki) + Y Ki(x)= )Y 1+ ) 0=k—1.
j=0 j=0 j=k j=0 j=k

Por lo tanto, V(E;) = k— 1, paratodo 1 < k < n 'y se obtiene la
siguiente afirmacion.

o V es constante en E;, paracada 1 <i<n.

Para probar que V satisface la definicion 4.6 se afirma:
n
(V(T(t)z) —V(2), Yt > o) — zeJE. 0
j=1

Para obtener (9) se observa que las funciones i y K; son
decrecientes a lo largo de las soluciones de 7'(+), es decir,

h(T(t)z) <h(z) y K;j(T(t)z) <K;(z),Vt>0si0< j<n.

Si existe ¢ > 0 con h(T(t)z) < h(z) (o bien K;(T(t)z) < K;(z),
para algiin 0 < j < n) se obtiene V(T(r)z) < V(z), lo cual
genera una contradiccién. Por tanto, h(T (t)z) = h(z),Vt >0 (o
K;(T(t)z) = K;(z),Vt > 0 cuando 0 < j < n). En otras palabras,
cada f; = K; + h satisface

fi(T(1)z) = fi(2),

De la proposicion 4.12, se obtiene z € (A;UA?) cuando 0 < j <n.
Es decir,

vt > 0.

Z€ ﬂ(AJUAj): Ej

J=0

.
TC =

(teorema 4.10) y se obtiene (9). Para concluir, se afirma que para
todoz € X,

n
ze|JE = V(T(1)z) =V(2).V1 >0 (10)
i=1
n
[ (A;UAY). Para cada 0 < j < n se
j=0

n
En efecto, sea z € U E;=
j=1
obtiene que z € AjUA’.

* Si z€ Aj se cumple que T(t)z € A; C &/t >0 y asi
h(T(t)z) =0y K;(T(t)z) =0,Vr >0, luego V(T (t)z) =
h(T(t)z) +X}_oK;(T(t)z) = 0,V > 0. En particular,

V(T (t)z) =V (z) =0,Vr > 0.
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* Si z€ A%, cada K;(T(t)z) = 1y h(T(t)z) = 0,9t > 0. Es
decir,
V(T(t)z) =V(z) =n,Vt > 0.

Esto demuestra (10). En otras palabras,

n
o V(T(t)x) =V(x),vt > 0siy slosix € | JE:.
i=1
En consecuencia V satisface la definicién 4.6. Por lo tanto, 7'(-)
es un semigrupo gradiente con respecto a .. O

Ejemplo 4.14. Del resultado del ejemplo 4.5, se concluye que
T(-) es un semigrupo gradiente respecto a la familia invariante
aislada . = {E},E», E3}.

5. ESTABILIDAD DE SEMIGRUPOS GRADIENTE BAJO
PERTURBACION

En esta seccion, se presenta la aplicaciéon de toda la teoria
desarrollada en las secciones anteriores.

Definicion 5.1. El semigrupo T (+) se dice que es asintdticamente
compacto si cada sucesion acotada x;, € X satisface lo siguiente:

por cada sucesion t, > 0 con lim t; = +oo, se obtiene que la
k—> oo

sucesion inducida T (t;)x; admite una subsucesion convergente.

Con el objeto de aclarar y explicar mejor este concepto, se
presenta el siguiente ejemplo sencillo:

Ejemplo 5.2. El semigrupo T'(-) en X = R” para el cual la 6rbita
de cada conjunto acotado es acotada (semigrupo acotado) es un
ejemplo natural de un semigrupo asintéticamente compacto.

Teorema 5.3. Sea T (-) un semigrupo sobre un espacio de Banach
X que es gradiente con respecto a una coleccion finita ./ de
conjuntos invariantes aislados {E\,...,E,}. Si </ es un atractor
global para T (-) y se cumple:

1. Para cada m € (0,1], Ty
atractor global <y

2. {Th () ey
es una coleccion de semigrupos asintoticamente compacto
Y Unefo.1] @ es acotada;

(-) es un semigrupo en X con

3. Ty(-) converge aT(-), en el sentido que

d(Ty (1)u, T (t)u) — 0 cuando 1 — 0, (11)

uniformemente para cada u en un subconjunto compacto de
X5y

4. Para cada m € (0,1], oy contiene una coleccion finita de
conjuntos invariantes aislados /y = {E o E,?} de modo
que

lim dy (ET,E;) =0
n—-0 H( Jj /)

y existen § >0y 1 € (0,1) de modo que para todo 1 €
(0,m), si & : R — oy es una solucion global, entonces
supd (&, (1), E]) <8 = &(1) €E] paratodo t € R.
teR
(12)

Entonces existe un 1y > 0 de modo que, para todo 11 € (0,10),
Ty (+) es un semigrupo gradiente con respecto a - En particular

aly = LnJW(Ei”).

i=1

Demostracion. La demostracion aparece en el libro de Carvalho
et al. (2013). O

Los siguientes ejemplos ilustran adecuadamente las propiedades
del teorema 5.3.

Ejemplo 5.4. La ecuacién diferencial
x=—x(x—n)(x+mn), xeRy nel01]

induce para cada m un semigrupo 7y (). Cuando n = 0, el
semigrupo 7p(+) tiene un atractor global o7 = {0} y es gradiente
con respecto a . = {E} (ejemplo 4.7). Ademds, se cumple lo
siguiente:

1. Paracadan € (0,1], T (-) es un semigrupo en R con atractor
global @7, = [-n,n].

2. Porel ejemplo 5.2, la coleccién de semigrupos {7y (+) }nepo
L, ]

es asintSticamente compacto y Upejo,1] 9 = =
acotada.

3. Seax € [—mn, mn],donde m € Z y m > 1, luego
T (1)x = To(0)2] < 2mm
implica

lim |75, (1)x — To(¢)x| < lim 2mn = 0.
n—0 n—0

4. Paran € (0,1], & = {o} ={E"}

hm dH(E’7 E)= hm sup d(a,{0}) =0.

—04ecEn

Por otro lado, desde que &, : R — .o, es una solucion global,
existen § = § y 1y = 75 de modo que para todo 1 € (0,7;)
se cumple (12).

Por el teorema 5.3, existe un 19 > 0 de modo que, para todo
n € (0,M0), Ty (+) es un semigrupo gradiente con respecto a Sy,.

Ejemplo 5.5. La ecuacién diferencial
i=—-x(x—-n—-1)(x+n+1), xeRy nel01]

induce para cada 1 un semigrupo Ty (-). Cuando n = 0, el
semigrupo To(-) tiene un atractor global &/ = [—1,1] y es
gradiente con respecto a . = {E,E»,E3} donde E; = {1},

E> = {1}y E3 = {0} (ejemplo 4.4). Ademis:

1. Para cada n € (0,1],
atractor global @ = [—1 —

Ty (-) es un semigrupo sobre R con
Ln+1].

2. Por el ejemplo 5.2, la coleccién de semigrupos {7y (+) }nefo.1]

es asintéticamente compacto y Uncjo,] @y = [~2.2] es
acotada.
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3. Ty(-) converge a T(-), uniformemente en subconjuntos

compactos de R.
Seaxe o =[-1,1] = Ume[%’l] [-1;-14+mn)U{0}u

(1 —mn,1], luego x € [-1;—14+mn) 6x=006x €
(1 —mn,1], paraalgin m € [%,1]. Si x = 0, se cumple
trivialmente (11). Si x € [-1;—1+mn) U (1 —mn,1], se
tiene que |7y (1)x — To(t)x| < (m+1)7n, y se cumple (11).
Sixe[-kn+1L,kn+1], ke Z, k> 1, n € (0,1], entonces
|Ty (1)x —To(1)x| < kn, y se cumple (11).

4. Paran € (0,1], o7 contiene una coleccion finita de conjuntos
invariantes aislados ., = {E|,E] ,E] } donde EJl = {—n —
1}, E] = {n+1}yE; = {0}y se cumple que

If ETE))=0.
nll)r})dH( Jj? /) O

Ademis, se observa que para cada solucién global &, : R —
4y se cumple (12), cuando § >0y n € (0,1).

Por el teorema 5.3, existe un 19 > 0 de modo que, para todo
n € (0,Mo), T (+) es un semigrupo gradiente con respecto a Sy,.
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Apéndice A: Ecuaciones diferenciales autonomas

Tal como se describe en el libro texto de Hale (1980), cada
funcién continua en un abierto euclidiano induce una ecuacién
diferencial, de modo que las soluciones siempre existen. Es
mds, la continuidad de las derivadas garantizan la unicidad
de las soluciones y se obtienen asi ejemplos de semigrupos.
Especificamente, se considera el siguiente problema de valor
inicial

i = f(x), (13)
donde f:IR" — IR” es una funcién continuamente diferenciable.
Consecuentemente, esta funcién f es localmente Lipschitz: para
cada xp € IR”, existen dos constantes 6 > 0y L > 0 tales que las
desigualdades ||x —xo|| < 8 y ||y —x0|| < 8 implican que

1f () = f DI < Ll =yll.

Una solucion de (13) es una funcién continuamente diferenciable
¢: I — R", definida en un intervalo abierto que contiene al cero
tal que

x(0) =x0 € R",

S0 =flo0) v o0 = a4

La funcién ¢ : (&, ) — R”" es llamada solucién maximal si por
cada solucién @: I — R" que satisface (o, ) C1y ¢ = ¢|(4p)
se obtiene (o, B) = I, y consecuentemente ¢ = ¢.

Ejemplo 6.1. Si yy € R es positivo, la solucién de x = x?, x € R
que envia o = 0 en yy satisface

Yo 1)
) = , te(—oo,— ).
o) 1 — yot < Yo

Ademds, |@(t)| — oo cuando r — %

En el problema (13) se cumple el siguiente teorema. La prueba se
obtiene a partir de la teoria descrita en el libro texto de Chicone,
C. (2006).

Teorema 6.2. Para cada xy € R" existe una solucion maximal de
(13) que satisface las siguientes propiedades.

1. Si y:J — R" satisface (14) en el intervalo abierto J > 0,
entonces Y(t) = @(t) para todo t € INJ. Consecuentemente,
la solucion maximal es tinica.

2. 8i
(a.B) 31— ¢(t,x0) € R"

denota la solucién maximal de (13), entonces B = +oo 0 bien
B < +ooy{¢(t.x0): 0 <t < B} intersecta el complemento
de cualquier compacto K C R".

3. SiI(xo) denota el dominio de la solucién maximal, entonces

el conjunto
U 1(x0) x {xo}
xp€eR"
es abierto en R x R". Ademds, en este conjunto abierto la
regla de correspondencia (t,x) — ¢ (t,x) genera una funcién
continuamente diferenciable tal que

9(0.x) = x
p(t+sx) = ¢(to(s,x)), xeR sr+sel(x).

Si se asume que existe una constante ry > O tal que

x| >r0 = f(x)-x<0, (15)

donde - denota el producto usual de IR". A partir del teorema 6.2,
se obtiene que la soluciéon maximal estd definida en un intervalo
de longitud infinita. Especificamente, (15) implica que el dominio
I(xo) de la solucién maximal de (13) incluye al intervalo [0, 4-c0).
En este contexto, la familia de funciones continuas T'(¢): R" —
IR" dada por medio de la regla

T([)XO = ¢(I,X()) x€R" >0
estd bien definida y forma un semigrupo en X = IR”, pues se
construye a partir de soluciones maximales. Esto se describe en

la monografia de Bortolan et al. (2020).

Ejemplo 6.3. En el plano R? = {(x,y): x,y € R}, se considera el
siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
X =—y+P(x*+y*)x,
: 2, 2 (16)

y= x+P+y7)y.

donde P: R — R es una aplicacién polinomial que admite una
raiz ro > 0 tal que

ro=méx{r e R: P(r) =0} = P'(ry) <O0.

En este contexto, en el sistema (16) se cumple (15) y por lo tanto
las soluciones maximales definen un semigrupo en IR?. En las
coordenadas polares (r, 0), dadas por las igualdades x = rcos 8,
y =rsen0, el sistema (16) toma la forma

{§ 27

Cabe mencionar que las raices del polinomio P inducen ciclos
limite para (16). En el caso especial del polinomio P(u) =1 —u
(satisface P'(1) < 0) la solucién maximal que envia el cero en
(ro, 60) en coordenadas polares toma la forma:

2,2t
rpé

2
t,ro,00) = _— ,00+1
o(t,r0,60) (1r(2)+rge2f> b+
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