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Resumen: En este articulo presentamos el modelo matematico de tipo compartimental con individuos asintométicos
utilizado por el Centro de Modelizacién Matemdtica (MODEMAT) para estudiar la propagacién del SARS-CoV-2 en
Ecuador, asi como el esquema variacional de tipo bayesiano desarrollado para estimar los diferentes pardmetros del
modelo, en presencia de incertidumbre de los datos observados. Esta estimacién permite realizar actualizaciones perio-
dicas del nimero efectivo de reproduccion, asi como proyecciones a corto plazo, mediante métodos de ensamble de la
incidencia de la epidemia.

Palabras claves: Estimacion de pardmetros, SARS-CoV-2, Problemas inversos, Asimilacién de datos, Enfoque baye-
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Parameter Estimation for SARS-CoV-2 Model in Ecuador in
Presence of Uncertainty

Abstract: In this article we present the mathematical compartmental SARS-CoV-2 model, with asymptomatic patients,
used by the Research Center on Mathematical Modelling (MODEMAT) to study the spread of the virus in Ecuador, as
well as the developed Bayesian variational approach to estimate the model parameters, under uncertainty of the observed
data. Thanks to this framework, we are able to estimate periodically the effective reproduction number and carry out

short-term forecasts, using an ensemble method, of the incidence of the epidemic.

Keywords: Parameter estimation, SARS-CoV-2, Inverse problems, Data assimilation, Bayesian approach

1. INTRODUCCION

Uno de los objetivos principales del Centro de Modelizacién
Matematica (MODEMAT), en el contexto de la pandemia del
coronavirus, consiste en monitorear, a través del uso de modelos
matematicos, la expansién del virus SARS-CoV-2, y los casos
de la enfermedad COVID-19 provocada por este patdégeno
en Ecuador. Para esto, utilizamos un modelo epidemioldgico
compartimental que incluye en su dindmica a los individuos
infecciosos asintomadticos (ver detalles en Li et al (2020); Wu
et al (2020); Verity et al (2020)), y estimamos peridédicamente
los diferentes pardmetros del mismo, asi como el nimero de
reproduccién efectivo de la epidemia.

La principal fuente de informacién para realizar dichas esti-
maciones son las estadisticas oficiales de casos confirmados
reportados por el Ministerio de Salud Piiblica de Ecuador, las
mismas que presentan un alto grado de incertidumbre, no sélo por
el margen de error de las pruebas de laboratorio o la limitacién
de la cantidad de tests que se realizan, sino principalmente por
los constantes cambios metodoldgicos (no siempre coordinados)
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que han implementado los diversos organismos oficiales para la
recoleccidn y el reporte de los casos.

En un escenario simplificado, el proceso de estimacion de pard-
metros se realiza mediante técnicas de ajuste, las cuales consisten
en construir una funcién matematica que se ajusta mejor a una
serie particular de datos. En este contexto, el mejor ajuste implica
que la distancia entre la curva y los datos, ubicados como puntos
en un espacio predeterminado, debe ser minimizada, alcanzando
un 6ptimo aproximado.

De manera general, la técnica de minimos cuadrados no lineales
consiste en identificar los pardmetros que minimizan la suma
de las diferencias al cuadrado entre los datos observados y el
modelo no lineal utilizado. Asi, supongamos que los pardmetros
identificados estdn dados por © := (6;,6,...,6,) y los datos
observados por (yl, V2yeens yn), los cuales representan una serie
de tiempo en los pasos temporales #; en los cuales se realizaron
las observaciones. Ademds, supongamos que la solucién del
modelo estd dada por una funcién no lineal genérica f(;,®).
El problema, a grandes rasgos, consiste entonces en hallar el
conjunto de pardmetros O dado por:
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O:= argmini(f(t,-,@) *)’i)z,

i=1

donde n es el nimero de datos disponibles para hacer la inferen-
cia. Hallada la solucién de este problema, podemos considerar
que la solucién f (ti,é)) brinda el modelo mejor ajustado a la serie
temporal #;, de acuerdo al criterio de minimos cuadrados (ver, por
ejemplo, Chowell (2007)).

Sin embargo, una caracteristica central en la modelizacién de
epidemias y transmision de enfermedades es que éstos son
procesos que obedecen a una cierta dindmica epidemioldgica de
propagacion. El contagio de una persona susceptible se entiende
como un encuentro aleatorio con una persona infecciosa, sujeto
a varias contingencias, como por ejemplo, la duracién o la
intensidad de dicho encuentro. De igual manera, las personas
ya contagiadas pasan por un periodo de incubacién del virus,
para luego formar parte de los compartimentos de individuos
infecciosos. Todo esto se modeliza a través de un sistema de
ecuaciones diferenciales, que debe ser tomado en cuenta a la
hora de ajustar datos observados. Asi, la principal debilidad
del esquema de ajuste de curvas descrito anteriormente es que
no necesariamente toma en cuenta dicha dindmica de manera
explicita.

Mids atin, un proceso de ajuste de minimos cuadrados de los
datos observados puede resultar inadecuado en presencia de
incertidumbre en las observaciones. Como se menciond previa-
mente, en el caso ecuatoriano dicha incertidumbre es sumamente
alta en comparacion con las estadisticas recogidas por agencias
gubernamentales de otros paises. Consecuentemente, un proceso
de ajuste y estimacion de pardmetros en el caso ecuatoriano debe
tomar en cuenta la incertidumbre como un elemento constitutivo
del problema a resolverse.

En ese sentido, la propuesta que presentamos en este articulo con-
siste en considerar a los pardmetros y la solucién del modelo epi-
demiolégico del SARS-CoV-2 como variables aleatorias con una
cierta distribucién de probabilidad y no como valores constantes.
Con este cambio en la hipdtesis de trabajo, podemos adoptar el
paradigma Bayesiano para problemas inversos y estimar los pa-
rdmetros de manera robusta, buscando minimizar la probabilidad
condicional a-posteriori de los pardmetros, dadas las observacio-
nes.

2. ESTIMACION DE PARAMETROS EN PRESENCIA DE
INCERTIDUMBRE

Como mencionamos previamente, una de las principales limitan-
tes de los métodos de ajuste es que no consideran en su construc-
cién la incertidumbre en los datos a ser ajustados, lo cual puede
tener efectos importantes en situaciones como la que se presenta
actualmente en Ecuador, en relacion a la evolucion de la COVID-
19. Para abordar tal dificultad, optamos por el paradigma baye-
siano, con el cual podemos estudiar el problema de estimacion de
pardmetros considerando su cardcter intrinsecamente aleatorio.

2.1 Estimador de probabilidad mdxima a posteriori

En la inferencia bayesiana, a diferencia de la estimacién de ma-
xima verosimilitud, se supone que los pardmetros (coeficientes,
condicién inicial, etc.) son una variable aleatoria x con realiza-
ciones en el espacio multivariable IR, de la cual conocemos, a
priori, su funcién de densidad de probabilidad p(x). Ademds, se
asume que conocemos la funciéon de densidad de probabilidad
condicional (c.p.d.f. por sus siglas en inglés) de las observa-
ciones y, considerando un conjunto de pardmetros x dado. A
esta funcién de densidad de probabilidad la denotamos por p(y|x).

La idea bdsica de este enfoque consiste en combinar la informa-
cion de las dos funciones de densidad de probabilidad descritas,
utilizando la férmula de Bayes, con el objetivo de obtener una
probabilidad a posteriori de los eventos. En este caso, se supone
que tanto las observaciones, como la informacién de fondo (es-
timaciones previas de los pardmetros), tienen errores distribuidos
normalmente con matrices de covarianza R y B, respectivamente.
Por lo tanto, la funcién de densidad de probabilidad condicional
de las observaciones viene dada por:

_ 1
pylx) = (2m)"/2[R|172

1 _
ew{ 30 #W)RI G- W)} )
y la funcién de densidad de probabilidad de los pardmetros por:

1 1
) = o (3B ) @)

donde n es el nimero de datos disponibles para hacer la infe-
rencia, m es el nimero de pardmetros a estimar, x” representa el
conocimiento a priori o histérico que se tiene del fenémeno, y
A (x) es un operador que liga las caracteristicas del fenémeno,
en particular los pardmetros del modelo, con las observaciones
obtenidas del mismo. En general, este es un operador no lineal, el
cual estd relacionado con el fenémeno observado.

Usando el Teorema de Bayes se obtiene que la distribucién de
probabilidad a posteriori de un evento x, tomando en cuenta las
observaciones y, estd dada por:

pOR)p(x)

() )

p(xly) =
Ahora, dado que nuestro objetivo es hallar el mejor “estimador
Bayesiano” utilizando la aproximacién del maximo a posteriori,
se busca maximizar la distribucién de probabilidad a posteriori
dada por (3). Puesto que p(y) es la distribucién de probabilidad
marginal y no depende de x, obtenemos el siguiente problema de
optimizacién a resolverse:
max  p(y)p(x). C5)
Aprovechando el hecho de que la funcién logaritmica R 5 ¢ +—
In(¢) es mondtonamente creciente y continua, se tiene que la so-
lucién del problema (4) es equivalente a maximizar el logaritmo
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natural de la funcién objetivo de este problema. Esto es, resolve-
mos el problema

max  In(p(ylx)) +In(p(x)).

Finalmente, utilizando las funciones de densidad de probabilidad
(1) y (2), obtenemos el problema de minimizacién equivalente

min 2 (= () R (v (x)) + 5 (v ) B (2,
5)

el cual constituye un balance robusto entre la informacién de
fondo y los datos observados.

Las matrices B y R corresponden a las matrices de covarianza de
los errores de fondo y de las observaciones, respectivamente. Las
matrices de covarianza de los errores se utilizan para describir
el impacto de los errores que se acumulan en el proceso de
recolecciéon de informacién. De forma mds precisa, la matriz R
de covarianza de errores de observacion describe la desviacién
de los eventos observados de los eventos esperados. En palabras
simples, esta matriz mide la validez de las mediciones frente a
la evolucién del fendmeno. La matriz B, por otro lado, describe
la diferencia entre la estimacién previa de los parametros y
los parametros “verdaderos” del fenémeno . En el caso de la
evolucion de la COVID-19, esta matriz describe cuan confiable
es el conocimiento que se tiene acerca de los parametros de
propagacioén del virus en el momento de iniciar el proceso de
estimacion.

El problema de optimizacién (5) guarda estrecha relacién con la
estimacion de méaxima verosimilitud de los parametros del sis-
tema, obtenida a través de filtros de Kalman clasicos. En ambos
casos, las observaciones son consideradas en un solo instante de
tiempo, las cuales son corregidas a través de lo que se conoce co-
mo interpolacién 6ptima o, equivalentemente, la resolucion del
problema variacional (5).

2.2 Esquema variacional en el tiempo

En los casos en que las observaciones son tomadas en distintos
instantes del tiempo, el esquema bayesiano descrito anteriormente
necesita ser adaptado para dar cuenta de la evolucién de un
sistema, asi como de la variacién de la incertidumbre. Este tipo de
problemas ha sido abordado desde los dos enfoques comentados
previamente: filtros de Kalman y métodos variacionales (ver, por
ejemplo, Asch et al (2016)). En el primero de ellos, se adapta
la construccién del filtro a un problema que varia en el tiempo,
obteniéndose los denominados filtros de Kalman extendidos,
los cuales requieren la solucién de las ecuaciones diferenciales
de Riccati. En el caso variacional, en cambio, el problema es
formulado como uno de control éptimo y su solucién requiere
generalmente del mérodo adjunto.

En nuestro caso, el problema de propagacion del SARS-CoV-2
estd asociado a la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales
que determinan la evolucién de los compartimentos poblacionales

utilizados en el modelo. En tal razon, consideramos, de manera
general, un sistema de ecuaciones diferenciales del tipo

du

— = Z(ux,t),

= (u,x,7)

donde .# es un operador que determina la dindmica del proceso.
Ademads, suponemos que las observaciones estan dadas por

y=(u,1t) +e,

donde .5Z es un operador de observacién, que depende del estado
u y del tiempo ¢. Los datos medidos se expresan entonces como
el estado observado mds errores de observacion, dados por €.

La idea central detrds del proceso de estimacién de parametros
dindmico es buscar un balance entre el conocimiento a priori que
se tiene del fenémeno, lo que se conoce como el estado histdrico
o background, y el estado que ha sido observado o medido en
el terreno. En el caso de los pardmetros en la prediccién de la
evolucion de la COVID-19 en el Ecuador, el estado histérico
queda determinado por el conocimiento que se tiene del virus y
su comportamiento, algo que ha sido bien establecido en estudios
desarrollados, por ejemplo, en Li et al (2020). Por otro lado, el
estado medido estarfa dado por los resultados arrojados por la
cifras nacionales que se obtienen por la toma de muestras, cifras
de defuncion, etc.

Extendiendo el problem (5), se busca entonces resolver el proble-
ma variacional

min [ 00 )R 0) ()
+%(x—xb)TBfl(x—xb), (©)
s.t. d—u:///(u,x,t),

dt

donde pt puede corresponder a la medida de Lebesgue en caso de
considerar observaciones continuas o a la medida de conteo en
caso de que las mediciones se obtengan en instantes puntuales del
tiempo. Si, adicionalmente, el conjunto de pardmetros consiste por
una parte, en los coeficientes del modelo y por otra, en la condi-
cién inicial del mismo, el segundo término del funcional se puede
dividir a su vez en dos, dando lugar al problema variacional

min 2[00 - )R 60 - ()

1
+-(0-0")"Bg' (@-0"
(008l (00" o
+ 5 (w0 —ug)" (Pg) ™ (o —up),
du
o — = (a,up,0,1),
s 0l (u,u9,0,7)
en el cual la matriz Bg corresponde a la covarianza de errores
de fondo de los coeficientes del modelo y Pg a la covarianza de
errorres de fondo de la condicion inicial, respectivamente.
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Dado que los operadores .# y 7 son operadores diferenciales
continuos y no lineales, se introducen comiinmente, aproximacio-
nes discretas de los mismos, dadas por matrices M y H, respec-
tivamente. Este proceso de aproximacion se realiza, por ejemplo,
con la aplicacién de métodos de resolucién numérica como el mé-
todo de Euler implicito para la variable temporal y el método de
Newton para la variable espacial. Dada esta aproximacién en un
intervalo temporal, del cual tomamos una sucesion de instantes
tr,conk =0,1,..., se tiene una aproximacién de la dindmica del
fenémeno dada por:

®)

W = My (ug, X ),

donde suponemos que no hay errores en el modelo. De la misma
forma, consideramos que las observaciones estan dadas por:

Vi = Hyug + €. €)
Suponemos que en el instante inicial K = 0 conocemos el estado
histérico ug y su matriz de covarianza P(b). Ademds, suponemos
que los errores son no correlacionados con las observaciones en
(9). Asfi, sabemos que una condicién inicial uy define una solu-

cién tnica del modelo x¢; segtn (8). Con estos antecedentes, el
problema variacional discretizado es el siguiente:

min (How —yi) 'Ry (Heu — )

T
[}

NI —
1=

Lo- ©")"Bg' (©@—0") (10)

'—I\J\

5 (g — )T (PE) ! (g — uf),

S.t. Wiy :Mk+1(llk,Xk) k=0,1,...

La solucién de este problema consiste en el conjunto de para-
metros del modelo que maximizan la probabilidad a posteriori,
a partir de lo cual es posible hacer una estimacidn robusta de
la evolucién del fendmeno. En este problema, ndtese que se
consideran las observaciones en todo el periodo temporal para la
correcta estimacién de los pardmetros.

Un elemento esencial en (10) son las matrices de covarianza
de errores. Mientras que R puede construirse a partir de los
errores de instrumentacién y la cantidad de mediciones realizadas
y Be puede incorporar varianzas de pardmetros previamente
estudiadas, la matriz Pg requiere de un tratamiento distinto. Esta
matriz cuantifica de cierta manera la sensibilidad del problema
con respecto a las condiciones iniciales, con lo cual se vuelve
un elemento esencial para realizar prondsticos en modelos no
lineales.

Una de las técnicas mds utilizadas para actualizar la matriz Pg
consiste en remplazarla por una matriz construida a partir de un
conjunto de ensamble, obtenido en base a perturbaciones aleato-
rias realizadas en los parametros del modelo en cuestion y las co-
rrespondientes simulaciones en un horizonte temporal que permita
capturar la dindmica del modelo.

3. PROBLEMA INVERSO PARA EL SARS-CoV-2

Uno de los mayores retos en el caso del SARS-CoV-2 es que
muchas de las personas infectadas no presentan ningtin sintoma,
o desarrollan sintomas leves que pueden pasar desapercibidos.
Esto hace que exista una importante fracciéon de la poblacién
infectada que no aparece en los registros y que son responsables
de una gran cantidad de contagios, lo cual provoca a su vez
que la modelizaciéon matemadtica de la propagacién del virus y
de la COVID-19 sea mds compleja. Ademds, plantea retos a
las autoridades sanitarias sobre el disefio eficiente y efectivo de
cercos epidemioldgicos y, sobre todo, diseio de campafias para
la realizacién de pruebas tempranas a casos sospechosos, para su
oportuno aislamiento.

La Organizacion Mundial de la Salud (OMS) sostiene que la
mayoria de las personas (alrededor del 80%) se recupera de la
enfermedad sin necesidad de realizar ningun tratamiento especial;
alrededor de 1 de cada 6 personas que contraen la COVID-19
desarrolla una enfermedad grave; y, las personas mayores o
las que padecen afecciones médicas subyacentes tienen mads
probabilidades de desarrollar una enfermedad grave. En torno al
2% de las personas que han contraido la enfermedad han muerto.

La familia de modelos matematicos mas usada para estudiar la
proliferaciéon de enfermedades virales son los modelos SEIR (por
las siglas de Susceptibles, Expuestos, Infectados y Removidos).
En estos modelos se crean compartimentos y se analizan las tran-
siciones desde poblacién susceptible a expuesta, la cual luego de
un tiempo pasa a infecciosa, y de ésta, a removida. La remocién
de los individuos se lleva a cabo mediante el aislamiento del resto
de la poblacién (cuarentena), la inmunizacién contra la infeccién
(vacunacién), la recuperacion de la enfermedad con inmunidad
total contra la reinfeccién o la muerte causada por la enfermedad
(ver Brauer & Castillo-Chavez (2001)).

Para estudiar matemdticamente las particularidades del SARS-
CoV-2, la variable personas infecciosas, en el modelo descrito
anteriormente, se debe subdividir en dos compartimentos: perso-
nas infecciosas documentadas y no-documentadas. Asi, los com-
partimentos poblacionales resultantes son: poblacién susceptible,
expuesta, infecciosa documentada, infecciosa no-documentada y
removida. Estos compartimentos se acoplan entre s{ mediante un
sistema de ecuaciones diferenciales, que describe los flujos entre
uno y otro, y que depende fuertemente de dos coeficientes do-
minantes: el indice de contagio (asociado al distanciamiento so-
cial) y la diseminacién del virus por parte de los infecciosos no-
documentados. Ademds, se incorpora informacién de movilidad
humana entre ciudades o provincias, obteniéndose el siguiente sis-
tema:

dsS; BiSiI} Hzﬁz M;;S; M;;S;

e 0 - 1

d N; = Z NI UEN-T (12)

dE; _ BiSid} Miﬁisil,- _E 1oy M;E; 0y M;iE;

ar N Nz VEN-I EN-T
(11b)

dar’ E, I

g2t 11

i~ "Z D (He)
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drt E I Ml M1}
PR A TR M vyl D M vy TR L
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dR; I +1
_ 1
7 P p (11e)
(11f)

N; :Ni—i-GZMij*GZMﬁ.
J J

Aqui, S;, E;, I, I', R; son las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales (11) y representan a la poblacién susceptible,
expuesta, infecciosa documentada, infecciosa no documentada
y removida, mientras que N; representa la poblacién total de la
ciudad i. El sistema se complementa con condiciones iniciales
para cada una de las variables del mismo. Las soluciones men-
cionadas son halladas mediante la aplicacién de métodos de
resolucién numérica como el método de Euler implicito para la
variable temporal y el método de Newton para la variable espacial.

Namero de casos

Ventana de tiempo en dias

Figura 1. Escenarios de propagacién del virus en pacientes con sintomatologia
fuerte en la provincia de Pichincha al 17 de marzo del 2020

Se considera que los pacientes con sintomas lo suficientemente
fuertes como para ser documentados son los que representan I/
(en principio, la poblacién que debido a sus sintomas es diag-
nosticada por el sistema de salud), mientras que todas las otras
personas infecciosas (en principio no diagnosticadas) representan
la variable . La constante [3; representa la tasa de transmision
debida a los casos de personas enfermas documentadas en la ciu-
dad/provincia i, mientras que la tasa de transmisioén de los casos
no detectados es la misma f3;, reducida por un factor 0 < y; < 1.
Esto dltimo se debe a que la carga viral en las personas con
pocos o ninglin sintoma no es tan alta como en las personas que
ya han sido documentadas. En Li et al (2020) se sostiene que
las personas infectadas no documentadas en Wuhan fueron la
mitad de contagiosas que las personas documentadas (antes del
23 de enero de 2020): = 0.55; 95% CI: 0.46-0.62. Los otros
parametros del modelo son: o que representa la fraccién de las
infecciones documentadas que desarrollaron sintomas severos,
Z el tiempo promedio de latencia (tiempo de incubacién del
virus), D el tiempo promedio de duracién del periodo infeccioso
y p la tasa de recuperacion. Se debe aclarar que R; representa
la poblacién que luego de pasar por el periodo infeccioso, tiene
inmunidad, al menos temporal. De acuerdo a los epidemidlogos,
una vez que esta poblacién cruce un umbral, la pandemia se da
por controlada, al menos temporalmente.

Un pardmetro fundamental de la epidemia es el nimero efectivo
de reproduccién R,, el cual mide el nimero promedio de casos
nuevos que genera un caso confirmado. En este modelo, este indi-
cador se lo calcula, para la ciudad/provincia i, mediante

R, :=afD+ (1— o) u;3;D.

Si este nimero se sostiene por encima de 1, la enfermedad seguird
expandiéndose (Ridenhour et al (2015)). Asi, la meta es bajar este
ntimero por debajo de 1.

Finalmente, M; representa el nimero de personas que se despla-
zan desde la ciudad/provincia j a la ciudad/provincia i, mientras
que O es un factor superior a uno, el cual se usa para corregir
posibles subregistros de la movilidad de las personas. Estos
criterios de movilidad son clave en el escenario global actual,
donde la poblacién estd activamente interconectada y la movilidad
es, si no imposible, muy dificil de suspender.

Para la estimacién de los diferentes parametros en el modelo (11)
usamos el esquema variacional presentado previamente (ver la
subseccion 2.2). Para la informacién de fondo de los parametros,
utilizamos los intervalos de confianza calculados en Li et al (2020)
que, aunque obtenidos en un contexto socio-cultural distinto, pro-
veen una primera estimacion, asi como una medida de la incerti-
dumbre. Estos intervalos son los siguientes:

e Tasa de transmisién de la poblacién infectada reportada:
08<p <15,

* Factor de reduccién de la tasa de transmisién de poblacién
infectada no reportada: 0.2 < u < 1.

* Factor multiplicativo de correccién de los datos de movilidad
de la poblacién: 1 < 0 < 1.75.

* Tiempo promedio de dias de latencia: 2 < Z < 5, dias.

 Fraccién de pacientes que desarrollaron sintomas fuertes:
002<a<l.

* Tiempo promedio de dias de duracién de la infeccion: 2 <
D <5, dias.

Asumiendo una sola provincia aislada e introduciendo el vector
de pardmetros P := (B,u,o,Z,D)T, el problema inverso de
identificacién de pardmetros estd formulado mediante:

min I"(t) = 12%)C (17 (1) — 1%
pPc %ad g( ( ) ) ij ( (/) J )
+(P-P")"B~'(P—PP) = J(P)
ds BSI"  uBSI*
A — = f) =
s d N N Sto) = So,
dE  BSI" upSr* E
== -=, E(fy) = Eo,
d N N Z (o) = Eo
dr E I
— —a= -, I'(to) =1,
a %z D (o) =1
dr E I"
—=l-a)=——, I"(1y) = 1Y,
T ( OC)Z D (to) =1y
dR I'+1I"
- R(ty) =
dt D’ (o) = Ro
(12)
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donde Il-"bs , i =1,...,n, son las observaciones histdricas de in-
fectados reportados obtenidas a partir de los registros oficiales,
C = (C;;) corresponde a la matriz de covarianza de errores de ob-
servacién, B es la matriz de covarianza de errores de fondo y %4
es el conjunto admisible conformado por intervalos a priori en los
cuales deben hallarse los parametros. Mientras que la matriz B es
obtenida, en nuestro caso, a partir de los intervalos de confianza
reportados en Li et al (2020), la matriz C es estimada tomando en
cuenta tanto la confiabilidad de las pruebas serolégicas PCR como
el nimero de tests que se realizan en cada provincia a la semana.
De manera especifica, se tiene la férmula:
K
Glg = EGI%CR*
donde x es la cantidad ideal de tests semanales a realizarse
por cada millén de habitantes (actualmente tomamos el valor
Kk = 4000), n; es la cantidad de tests por millén de habitantes
realizados en la provincia bajo estudio en la semana en cuestion,
y ‘712>CR es la varianza propia de las pruebas PCR.

(13)

Al tener como restriccion un sistema de ecuaciones diferenciales,
el problema (12) debe ser tratado como un problema de control
Optimo, en el cual la variable de estado es elemento de las fun-
ciones absolutamente continuas, AC([to,,],IR”). Para hallar su
condicién de optimalidad utilizaremos la técnica del Lagrangeano.

Sean Ag, Ag, A;, Ay, Ag los multiplicadores de Lagrange asociados
a las restricciones diferenciales del problema (12). Definimos el

Luego,

n

(o] :/{ddl: (’xr+”§”) (AE—AS)} o di

—As(tn) 0 (1z) + 0 (19) (As(t0) + 6s) =0

iﬂﬂ—7 a+a—mhﬂﬂﬂém

p Z Z
— A& (tn)& (tn) + & (10) (A& (10) + ) = 0

th _
_flam B B e
"%[W]_./ atoar N TN DD
fo
Fw(tn) (Co (I (1) = 1) = A4 (1)) +w(t0) (A4 (t0) + 6) = O
t)l
[JﬁS)yE _}LU A{R:|le‘

[ [dWw  uBSAs
ﬁu[v]_/{dt N N DD

}wdt

fo

—v(ty) Ay (tn) +v(t0) (A (to) + 6y) =0

In
dAr
D{fR[r] = ?rdl—r(ln)lR(tn)—l—r(lo)(lR(lo)—FGR) =0.
fo
Finalmente, ya que la direccién fue tomada de manera arbitraria,
de lo anterior, se sigue que el sistema adjunto estd dado por:

Lagrangeano del problema por: dAs _ (BI"  upI* _
*W— < N + N >()LEA/S), AS(tn)_O
Iy dAg 1 o (1-a)
r u ———=——Art+ =N+ Ay, AE(tn) =0
g:J(p)+/ (As(z) [_"S_BS”F“BSI} + A1) [_dE a  zETzMT Tz = (in)
dt N dt dAy  dJ PBS O
' “a ar N KR M) =
i ﬁSIr+uﬁS u _E +l]([) _£+a5 _ K —|—),U(l‘) _ﬂ Cfl(lr(t )_Iobs)
N z dt Z D dt nn noon
u r u dArU ,UBS )vU A'R
e R G B A i LG i T S
dig _
—7—0, )bR(tn)—O

donde

El gradiente de la funcién objetivo se obtiene al derivar el Lagran-
geano con respecto a la variable de control. Se procede de esta
manera y obtenemos las siguientes ecuaciones:

= 65(S(to) —So) + 6 (E(to) — Eo) + 6, (1" (t0) — Ip)
+ GU(]M(I‘()) 7[6‘) + QR(R(I()) 7R()),

con Os, Og, 6y, By, Og los multiplicadores de Lagrange asociados Tg
a las condiciones iniciales de las variables de estado. Vg = BEI (B—B") - /0 N (I"+ul") (As— Ag),
Como primer paso para obtener el sistema adjunto, debemos
calcular la derivada direccional del Lagrangeano respecto a la
variable de estado, x = (S,E,I",I",R), en una direcci6n arbitraria
v =(0,&,w,v,r) € AC([to,1,],IR?), e igualar el resultado a cero,
(ver, por ejemplo, Alekseev et al (1987); De los Reyes (2015)),
es decir,

TS
_p-l _ by _ »qu _
Vi =B, (u—p”) /OﬁNI (As—2g),
-1 b TE
Vol =By (a—a )+/ — (A —A),
0o Z
T
VZJ:Bgl(Z—Z”H—/O %(AE—OMI—(l—(X)QLU),

T
L] = Zs[o] + Le[E] + Lirlw) + Lu V] + Zx[r] = 0. VDJ:BBI(D—Db)+/O é([’h + 1A —AR(I7+1)).
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Ya que los pardmetros del problema pertenecen a un conjunto de
controles admisibles %, el cual incorpora los intervalos de con-
fianza, la condicién de optimalidad estd definida por la siguiente
desigualdad variacional

VJ(P)T(P—P)>0, YP€E%y. (15)
De manera adicional, ya que %, estd compuesto por restriccio-
nes de caja, la desigualdad variacional puede ser remplazada por
una proyeccion componente a componente. Para la solucién del
problema, por tanto, usamos un método proyectado de segundo
orden, con actualizacion de la matriz de tipo cuasi-Newton (para
mas detalles, ver Kelley (1999)).

4. RESULTADOS

En esta seccién presentamos, a manera de ejemplo, los resultados
de la estimacidn de pardmetros del modelo (11) para la semana
del 26 de junio al 2 de julio de 2020, asi como las respectivas
proyecciones quincenales de casos reportados de infectados con
el coronavirus en diferentes provincias del pais. Cabe indicar que
este tipo de estadisticas son calculadas por el Centro de Mode-
lizacion Matemdtica con una periodicidad semanal y puestas a
disposicién de los tomadores de decisién en materia de politicas
de salud.

Para la estimacién de parametros, de lo expuesto en secciones
anteriores, consideramos el vector de pardmetros a estimar,
P=(B,u,o,Z,D),y calculamos sus valores mediante la solucién
del problema (12). Es importante recordar que este problema
variacional toma en cuenta la incertidumbre de las mediciones a
través de la matriz de covarianza de errores C. Para la construc-
cién de C se considera el nivel de confiabilidad de las pruebas
de laboratorio PCR y el nimero de tests que se realiza (ver la
férmula (13)). La resolucién numérica de (12) es realizada para
cada provincia en una ventana de tiempo de 7 dias. Asimismo,
tanto C como los valores de fondo con los cuales se realiza la
estimacion son actualizados de forma semanal.

En la Figura 2, los puntos representan la informacién oficial del
nimero de infectados reportados para cada provincia, siendo los
de color naranja los correspondientes al periodo de estimacion, es
decir del 26 de junio al 2 de julio de 2020. Se presenta, ademas,
en color azul, la informacién del nimero de personas infectadas
en los 5 dias anteriores al periodo de estudio, ya que debido al
tiempo que transcurre entre la realizacién y la obtencién de los
resultados de las pruebas seroldgicas PCR, la condicién inicial
del problema se considera con 5 dias de retraso.

Como resultado de la estimacidn se obtienen pardmetros éptimos
para el periodo de estudio considerado. La curva azul de la Figura
2 corresponde a la solucién del modelo (11) para la variable I7,
es decir, la poblacién que debido a sus sintomas es diagnosticada
con el virus. Esta curva ajusta las observaciones, tomando en
cuenta el modelo matemadtico y la incertidumbre de la data oficial.

Con los pardmetros obtenidos, calculamos adicionalmente el
nimero de reproduccién efectivo R,. Ya que el modelo es resuelto

Estimacion - Azuay

375 A

350 -

325

300 -

275

250 A

225

200

T T T T T T
06-22 06-24 06-26 06-28 06-30 07-02

Estimacién - Carchi

80

70 A

60

50

40

304

0622 0624 0626 0628 0630 0702

Figura 2. Estimacion de pardmetros en la semana del 26 de junio al 2 de julio de
2020, para las provincias de Azuay (arriba.) y Carchi (abajo.).

semanalmente, podemos también calcular un R, actualizado con
esa frecuencia. Esto es importante ya que nos permite visualizar
la evolucién de la epidemia en cada region de estudio, es decir, en
cada provincia.

En la Figura 3 se presenta la evolucién del niimero de reproduc-
cion efectivo R, para las provincias de Pichincha y Guayas, desde
la semana del 27 de marzo hasta la semana del 26 de junio de 2020.
Los colores de las graficas nos permiten visualizar rdpidamente el
estado del R, cada semana. En rojo, se presentan aquellos valores
de R, > 2, en amarillo los valores entre 1 < R, < 2, mientras que
en verde los valores de R, < 1. Recordemos que si este nimero
se sostiene por encima de 1, la enfermedad seguird expandiéndo-
se, siendo un indicador de que el virus empieza a estar controlado
cuando el R, se encuentra por debajo de 1.

La segunda parte de los resultados corresponde al prondstico del
ndmero de personas infectadas oficialmente registradas. Estos pro-
nosticos se los realiza de manera semanal para todas las provincias
del pafs y para una ventana de tiempo de 15 dias. Los pardme-
tros que se utilizan son los calculados con la metodologia descrita
en este reporte. Adicionalmente, para resolver el sistema de ecua-
ciones consideramos aleatoriedad en los pardmetros, las condicio-
nes iniciales y los términos en el sistema de ecuaciones (Li et al
(2020)). Para los parametros y las condiciones iniciales conside-
ramos perturbaciones normales, mientras que la estocasticidad de
las ecuaciones se refleja a través de distribuciones de probabilidad
de Poisson.
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Numero de reproduccion (Re) - Pichincha
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Figura 3. Evolucion del niimero de reproduccion efectivo, para la provincia de
Pichincha (arriba) y la provincia de Guayas (abajo).

Para cada provincia la simulacién se ejecuta con un ensamble
de tamafio 80. Los resultados de estas simulaciones se presentan
en la Figura 4 con lineas de color azul; para cada una de estas
corridas la condicién inicial es perturbada. En anaranjado se
presenta la media de todas las simulaciones realizadas, mientras
que el drea gris representa el intervalo de confianza al 95 % para
el valor medio calculado. Como resultado, de entre todas las
simulaciones realizadas presentamos las tres mds significativas:
escenario optimista (menor nimero de infectados reportados),
escenario pesimista (mayor nimero de infectados reportados) y el
prondstico promedio.

En la Figura 4 se muestran las proyecciones de los casos reporta-
dos de COVID-19 (niimero de personas infectadas reportadas por
las autoridades) de 8 de las 24 provincias del pais, para el periodo
del 3 al 18 de julio. La condicién inicial fue tomada el dia 2 de
julio de 2020.

Ademas de los reportes graficos, para cada provincia se obtienen
tablas con los valores numéricos de los escenarios pesimista, op-
timista y promedio. En la Figura 5 observamos las tablas con los
valores de los prondsticos para el periodo del 3 al 18 de julio del
2020 para las provincias de Esmeraldas y Santa Elena.

Infectados reportados Azuay Infectados reportados Bolivar
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500 1800
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Figura 4. Pronéstico de infectados reportados acumulados para el periodo del 3 al
18 de julio del 2020. 1ra fila: Azuay(izq.), Bolivar(der.). 2da fila: Canar(izq.), El
Oro(der.). 3ra fila: Esmeraldas(izq.), Guayas(der.). 4ta fila: Pastaza(izq.),
Pichincha(der.).

5. CONCLUSIONES

El monitoreo de la pandemia del SARS-CoV-2 en Ecuador
requiere de la estimacion rigurosa de diferentes indicadores de
interés bajo condiciones de incertidumbre. Uno de las cantidades
mds importantes en este sentido es el nimero de reproduccion
efectivo de la pandemia, el cual requiere de la estimacion robusta
de los parametros de un modelo matematico que recoja adecuada-
mente la dindmica viral. En este articulo presentamos el esquema
desarrollado para llevar a cabo dicha tarea de manera periddica en
cada regién de estudio, proveyendo una herramienta importante
de monitoreo y toma de decisiones.

La estimacién de pardmetros mediante técnicas variacionales,
que utilizan un enfoque bayesiano brinda ventajas sobre otros
métodos de estimacion. Particularmente, en el caso ecuatoriano,
esto resulta importante debido al alto nivel de incertidumbre
proveniente de la data oficial; un factor determinante que no es
considerado en otros enfoques.
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Fecha E: io Pronésti E: io
pesimista optimista
2020-07-03 2157 2157 2157
2020-07-04 2290 2230 2173
2020-07-05 2319 2266 2218
2020-07-06 2354 2304 2256
2020-07-07 2394 2339 2291
2020-07-08 2454 2376 2297
2020-07-09 2504 2409 2337
2020-07-10 2526 2443 2329
2020-07-11 2597 2478 2353
2020-07-12 2660 2511 2384
2020-07-13 2715 2544 2395
2020-07-14 2757 2578 2420
2020-07-15 2782 2610 2437
2020-07-16 2827 2642 2447
2020-07-17 2865 2672 2470
Fecha Escenario Pronéstico Escenario
pesimista optimista
2020-07-03 944 944 944
2020-07-04 960 952 942
2020-07-05 964 955 946
2020-07-06 971 960 951
2020-07-07 976 964 954
2020-07-08 982 968 956
2020-07-09 988 973 960
2020-07-10 1000 977 962
2020-07-11 1008 981 963
2020-07-12 1026 985 962
2020-07-13 1028 990 971
2020-07-14 1035 994 969
2020-07-15 1047 998 970
2020-07-16 1054 1003 973
2020-07-17 1072 1008 974

Figura 5. Tablas con proyecciones de infectados reportados acumulados para el
periodo del 3 al 18 de julio del 2020 de Esmeraldas(arriba) y Santa Elena(abajo).

La metodologia para la construccion de las matrices de cova-
rianza, presentes en el funcional de costo, permite incorporar
la mencionada incertidumbre. En efecto, la construccion de C
toma en cuenta la confiabilidad de las pruebas serolégicas PCR,
asi como el nimero de test que se realizan en una poblacién
determinada. Mientras menos tests se realicen, la varianza sera
mads alta.

Las soluciones del sistema de ecuaciones que modelan la pro-
pagacién del virus, dependen fuertemente de los pardmetros del
modelo, siendo los dos coeficientes dominantes: el indice de
contagio y la diseminacién del virus por parte de los infecciosos
no-documentados. En este sentido, las soluciones que mds se
aproximen a la realidad en el caso ecuatoriano serdn aquellas cu-
yos pardmetros hayan sido estimados utilizando una metodologia
que considere las particularidades de la regién de estudio, como
las descritas en este articulo.

Las proyecciones de propagacién del virus consideran aleatorie-
dad en los pardmetros, las condiciones iniciales y los diferentes
términos en el sistema de ecuaciones diferenciales del modelo.

Gracias a la aleatoriedad podemos realizar varias simulaciones y
presentar distintos escenarios para cada region de estudio.
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