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Resumen

En el presente trabajo se demuestra la existencia de al menos una solución para sistemas de ecuaciones diferen-
ciales no lineales con no linealidades indefinidas, de modo más preciso, el sistema contiene al menos una ecuación
del tipo Hill.

Palabras claves: soluciones positivas, ecuación de Hill, sistemas de ecuaciones diferenciales, no linealidades inde-
finidas.

Abstract

In this study we proof the existence of at least one solution for systems of nonlinear differential equations with
indefinite nonlinearities; more precisely this system contains at least one Hill-type equation.

Keywords: positive solutions, Hill equation, systems of differential equations, indefinite nonlinearities.

1 Introducción

Una gran variedad de problemas de las ciencias se des-
criben por sistemas de ecuaciones diferenciales no linea-
les. En este artı́culo se estudian los sistemas donde al me-
nos una de las ecuaciones es de Hill. Para ser más pre-
cisos estudiaremos la existencia de soluciones positivas
para sistemas de la forma:

−u′′ = λ(m(t) f (u) + h(t) f (v)) en ]0, 1[

−v′′ = g(t, u) en ]0, 1[

u(0) = v(0) = 0,

u(1) = ς1u(α); v(1) = ς2v(α),

donde 0 < ς1, ς2 < 1 y m y h son funciones con salto en
α.

Hemos llegado a este tipo de problemas al intentar
estudiar sistemas de ecuaciones diferenciales parciales
no lineales de la forma:

−∆u = λm(t) f (u, v) en Ω
−∆v = g(t, u) en Ω,

donde m es una función que cambia signo, f y g son
funciones no lineales que pueden ser discontinuas, y
Ω ⊂ Rn es un abierto suficientemente regular.

Sistemas de ecuaciones diferenciales parciales no li-
neales han sido estudiados en los últimos años, en este

punto cabe destacar los trabajos desarrollados por Jai-
ro Guedes de Figueiredo y que se encuentran sintetiza-
dos en el curso dictado en la Escuela sobre ecuaciones
diferenciales parciales, ICTP, 2006, [23], donde se anali-
zan los sistemas de tipo gradiente y aquellos del tipo ha-
miltoniano pero siempre con no linealidades que poseen
cierta regularidad.

Problemas no lineales con no linealidades indefini-
das han sido estudiados por S. Alama, M. del Pino, G.
Tarantello, H. Berestycki, I. Capuzzo-Dolcetta, L. Niren-
berg, D. Papini, F. Zanolin, J.S. W. Wong, M. Calaho-
rrano, M. Girardi, M. Matzeu, P. Caldilori P. Montecchia-
ri, K. Chang y M. Jiang. El caso de valores propios pa-
ra funciones peso indefinidas han sido analizados por
Anane, Chakrone y Moussa, M. Cuesta. Las ecuaciones
diferenciales semilineales elı́pticas con no linealidades
discontinuas han sido estudiadas exhaustivamente por
A. Ambrosetti, C. Stuart, M. Badiale, M. Struwe, D. Ar-
coya, M. Calahorrano, etc.

Ecuaciones de Hill con pesos indefinidos han sido in-
vestigados en particular por D. Papini, F. Zanolin; para
una bibliografı́a más extensa chequear el artı́culo de D.
Papini y F. Zanolin, [28], [29].

En un artı́culo previo [13] estudiamos el caso de una
sola ecuación del tipo Hill y probamos la existencia de
al menos una solución, con técnicas similares a las que
utilizan A. Castro, A. Kurepa, I. Ali, R. Shivaji, en sus
trabajos relacionados a problemas no lineales del tipo
semipositone. Mirar [16], [17], [18], [19], [20]. Introduci-
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mos también la función que R. Manásevich y F. Zanolin
denominan el time mapping [26]. En el presente trabajo
haremos también uso de estas técnicas.

2 Resultados preliminares

En esta sección, por completitud, vamos a describir al-
gunos resultados que aparecen en [13] y que nos serán
de utilidad en el presente trabajo.

Se estudia la existencia de soluciones positivas para
problemas a valores al borde:

−u′′ = λm(x) f (u) en ]0, 1[

u(0) = u(1) = 0,

donde λ > 0, m ∈ PC[0, 1]1, m cambia signo y f es una
función no lineal con condiciones de crecimiento en cero
y en el infinito.

Por simplicidad, supondremos que m :]0, 1[→ R es
tal que

m(x) =

{
−1, α < x < 1,
1, 0 < x < α,

con α ∈]0, 1[.
Consideremos las siguientes hipótesis para la fun-

ción f ∈ C2:

(A) f es tal que:

f ′′(s) > 0 para s ≥ 0,
f (0) = 0,
f (s)− s f ′(s) < 0 para s > 0.

(B) f verifica las siguientes propiedades:

f (0) = 0,
Existe s0 > 0 tal que

f ′′(s) > 0 para s ∈ [0, s0[, y

f ′′(s) ≥ 0 para s ∈ [s0,+∞[

f (s)− s f ′(s) > 0 para s > 0.

Antes de enunciar nuestro primer teorema introdu-
cimos una definición de solución para el problema de
frontera

−u′′ = λm(x) f (u) en ]0, 1[,

u(0) = u(1) = 0.

Definición 1. Diremos que u ∈ C([0, 1]) es una solución
del problema

−u′′ = λm(x) f (u) en ]0, 1[
u(0) = u(1) = 0

si u ∈ C2(]0, α[∪]α, 1[) y verifica

−u′′ = λm(x) f (u) en ]0, 1[\{α}
u(0) = u(1) = 0

Teorema 1. Sea f ′(s) > 0 para s ≥ 0,

(a) Si las hipótesis [A] se verifican y lı́ms→∞
f (s)

s = ∞ en-
tonces existe λ∗ > 0 tal que el problema

−u′′ = λm(x) f (u) en ]0, 1[
u(0) = u(1) = 0

tiene al menos una solución positiva para λ ∈ ]0, λ∗[

(b) Si las hipótesis [B] se verifican y lı́ms→∞
f (s)

s = C (C
una constante) entonces existen constantes 0 < λ < λ
tales que el problema

−u′′ = λm(x) f (u) en ]0, 1[
u(0) = u(1) = 0

tiene al menos una solución positiva para λ ∈ ]λ, λ[

Debemos observar que las soluciones obtenidas en el
teorema en general no son soluciones en el sentido de las
distribuciones.

2.1 Demostración del teorema

La prueba completa de este teorema se la puede encon-
trar en un trabajo anterior del primer autor [13]. Breve-
mente, para demostrar el teorema se debe partir el pro-
blema en dos y luego se demuestra por separado que
cada uno de ellos tiene solución. Efectivamente se debe
probar que los problemas siguientes tienen solución.{

−u′′ = λ f (u) 0 < x < α

u(0) = 0, u(α) = ρ

{
−u′′ = λ f (u) α < x < 1
u(α) = ρ, u(1) = 0

para algún ρ > 0.

Proposición 2. Si las hipótesis de la parte (a) del teorema se
verifican, entonces existe λ∗ > 0 tal que{

−u′′ = λ f (u) 0 < x < α

u(0) = 0, u(α) = ρ

tiene al menos una solución positiva, u, para cada λ ∈ ]0, λ∗[.
Además la solución u verifica

u′(α−) = 0

1PC[0, 1] es el conjunto de funciones continuas por pedazos definidas en el intervalo [0,1].
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Demostración. De la ecuación diferencial, positividad y
concavidad de u en ]0, α[, se tiene que:

u′(x) =
√

2λ[F(p)− F(u)],

donde F(u) =
∫ u

0 f (s)ds que, por integración, se obtiene:

√
λ =

1√
2α

∫ ρ

0

ds√
F(ρ)− F(u)

.

Definamos la función tipo “time mapping” por

G(ρ) =
1√
2α

∫ ρ

0

ds√
F(ρ)− F(u)

.

Si se hace u = ρv v en la fórmula anterior, se tiene

G(ρ) =
1√
2α

∫ 1

0

ds√
F(ρ)− F(ρv)

.

De las hipótesis dadas sobre f , se tiene que G es decre-
ciente, acotada y G(ρ)→ 0, cuando ρ→ +∞.

Del análisis anterior la conclusión de la proposición
es evidente.

3 El sistema de ecuaciones diferen-
ciales

En lo que sigue, utilizaremos las técnicas descritas an-
tes y un teorema de punto fijo para poder demostrar que
el sistema de ecuaciones diferenciales que describimos
abajo tiene al menos una solución. El sistema diferencial
a tres puntos al borde que estudiaremos es:

−u′′ = λ(m(t) f (u) + h(t) f (v)) en ]0, 1[

−v′′ = g(t, u) en ]0, 1[

u(0) = v(0) = 0,

u(1) = ς1u(α); v(1) = ς2v(α),

donde 0 < ς1, ς2 < 1 y m : [0, 1] → {0, 1}, m : [0, 1] →
{−1, 0} definidas por:

m(x) =

{
1 si 0 < x < α,
0 si α < x < 1.

y

h(x) =

{
0 si 0 < x < α,
−1 si α < x < 1.

Para resolver este problema debemos dividirlo en
dos, ası́:

−u′′ = λ f (u)
−v′′ = g(t, u)
u(0) = v(0) = 0; u(α) = ρ1, v(α) = ρ2

y 
u′′ = λ f (v)
−v′′ = g(t, u)
u(α) = ρ1, v(α) = ρ2; u(1) = ρ1ς1, v(1) = ρ2ς2

Lemma 3. Si los sistemas
−u′′ = λ f (u)
−v′′ = g(t, u)
u(0) = v(0) = 0; u(α) = ρ1, v(α) = ρ2

y 
u′′ = λ f (v)
−v′′ = g(t, u)
u(α) = ρ1, v(α) = ρ2; u(1) = ρ1ς1, v(1) = ρ2ς2

tienen solución, entonces el sistema

−u′′ = λ(m(t) f (u) + h(t) f (v)) en ]0, 1[

−v′′ = g(t, u) en ]0, 1[

u(0) = v(0) = 0,

u(1) = ς1u(α); v(1) = ς2v(α)

tendrá también solución.

Teorema 4. Sean g : [0, 1]×R → R+ ∪ {0} una función
de clase C1([0, 1] × R) y f : R → R+ ∪ {0} elemento de
C2(R) tal que verifique las condiciones

i) f ′(s) > 0 para s ≥ 0

ii) f ′′(s) > 0 para s ≥ 0

iii) f (0) = 0,

iv) f (s)− s f ′(s) < 0 para s > 0

v) lı́ms→∞
f (s)

s = ∞.

Si, además, f y g son funciones Lipschitz continuas con cons-
tantes η y τ, respectivamente (0 < τ < 1), entonces existe
λ∗ > 0 tal que para todo λ ∈ ]0, λ∗[, el sistema

−u′′ = λ(m(t) f (u) + h(t) f (v)) en ]0, 1[

−v′′ = g(t, u) en ]0, 1[

u(0) = v(0) = 0,

u(1) = ς1u(α); v(1) = ς2v(α)

tiene al menos una solución positiva.

Para la demostración de este teorema vamos a utili-
zar las siguientes proposiciones y lema.

Proposición 5. Bajo las hipótesis del teorema anterior, existe
λ1 > 0 tal que el sistema

−u′′ = λ f (u)
−v′′ = g(t, u)
u(0) = v(0) = 0; u(α) = ρ1, v(α) = ρ2

tiene al menos una solución positiva λ ∈ ]0, λ1[.
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Demostración. Si en la proposición 2 se toma ρ = ρ1,
entonces se encuentra que existe λ1 > 0 tal que para
λ ∈ ]0, λ1[ la primera ecuación del sistema tiene al me-
nos una solución u que verifica las condiciones de fron-
tera y es positiva. Para esta u por integración directa se
encuentra v positiva que cumpla con la segunda ecua-
ción del sistema.

Para resolver el segundo sistema
u′′ = λ f (v)
−v′′ = g(t, u)
u(α) = ρ1, v(α) = ρ2; u(1) = ρ1ς1, v(1) = ρ2ς2

Vamos a utilizar un teorema de punto fijo, para lo cual
necesitamos los siguientes lema y proposición.

Lemma 6. Sean y ∈ C[α, 1] y 0 < ς < 1; por lo tanto el
problema {

u′′(t) + y(t) = 0
u(α) = ρ, u(1) = ςρ

tiene una única solución

u(t) = ρ +
t− α

1− α

{
ρ(ς− 1) +

∫ 1

α
(1− s)y(s)ds

}
−

∫ t

α
(t− s)y(s)ds

Demostración. Se utiliza el método del disparo.
Ahora, aplicamos el lema [6] al sistema

u′′ = λ f (v)
−v′′ = g(t, u)
u(α) = ρ1, v(α) =; u(1) = ρ1ς1, v(1) = ρ2ς2

y obtenemos un problema equivalente

u(t) = ρ1 +
t− α

1− α

{
ρ1(ς1 − 1)−

∫ 1

α
λ(1− s) f (v(s))ds

}
+

∫ t

α
λ(t− s) f (v)ds,

v(t) = ρ2 +
t− α

1− α

{
ρ2(ς2 − 1) +

∫ 1

α
(1− s)g(u)ds

}
−

∫ t

α
(t− s)g(u)ds.

A este nuevo sistema vamos a aplicar el teorema de pun-
to fijo de Banach para ası́ obtener una solución del siste-
ma de ecuaciones diferenciales; este resultado se expresa
en la siguiente proposición.

Proposición 7. Si las funciones f y g definidas en el sistema
u′′ = λ f (v)
−v′′ = g(t, u)
u(α) = ρ1, v(α) =; u(1) = ρ1ς1, v(1) = ρ2ς2

son Lipschitz continuas con constantes η y τ respectivamen-
te (0 < τ < 1), entonces el sistema anterior tiene al me-
nos una solución u = u(t) y v = v(t), y ambas funcio-
nes son elementos de C[α, 1], para cada λ ∈ ]0, λ2[, donde

λ2 =
1

η(1− α)2 −
τ

η
.

Finalmente podemos de probar el teorema 4.

Teorema 4. Sean g : [0, 1]×R→ R+ ∪{0} una función
de clase C1([0, 1]×R) y f : R → R+ ∪ {0} elemento de
C2(R) tal que verifique las condiciones

i) f ′(s) > 0 para s ≥ 0

ii) f ′′(s) > 0 para s ≥ 0

iii) f (0) = 0,

iv) f (s)− s f ′(s) < 0 para s > 0

v) lı́ms→∞
f (s)

s = ∞.

Si, además, f y g son funciones Lipschitz continuas con
constantes η y τ, respectivamente (0 < τ < 1), entonces
existe λ∗ > 0 tal que para todo λ ∈ ]0, λ∗[, el sistema

−u′′ = λ(m(t) f (u) + h(t) f (v)) en ]0, 1[

−v′′ = g(t, u) en ]0, 1[

u(0) = v(0) = 0,

u(1) = ς1u(α); v(1) = ς2v(α)

tiene al menos una solución positiva.

Demostración del teorema 4. De las proposiciones [5] y [7]
es suficiente tomar λ∗ = mı́n{λ1, λ2} para que el teore-
ma quede demostrado.
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