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Resumen

Consideramos el modelo de crecimiento poblacional descrito por la ecuacién de Fisher, que consiste en una
ecuacion parabdlica de reaccién-difusién en dos dimensiones.

En este articulo, proponemos la aplicacién del método POD (Proper Orthogonal Decomposition) con el proposi-
to de establecer un modelo numérico reducido para la ecuacién de Fisher, utilizando los esquemas de Euler Implicito
y Crank-Nicholson. Los esquemas reducidos resultantes utilizan un niimero mucho menor de variables, compara-
do con sus contrapartes aproximadas con funciones base del método de elementos finitos. Presentamos diversos
experimentos numéricos para comprobar la eficiencia de la reduccién.

Palabras claves: Reduccién de modelos, Proper Orthogonal Decomposition (POD), Modelos de Reaccién-Difusién,
Ecuacién de Fisher, Dindmicas de Poblacién.

Abstract

We consider a population growth model given by Fisher’s equation, which consists in a reaction-diffussion
parabolic equation in two dimensions.

In order to solve this model numerically we propose the application of the POD (Proper Orthogonal Decom-
position) model reduction technique to Fisher’s equation using Implicit Euler and Crank-Nicholson schemes. The
resulting numerical reduced models have considerably less number of variables compared with their finite element
approximation counterparts. Examples are presented throughout this document to illustrate the efficiency of the

reduction.

Keywords: Model Reduction, Proper Orthogonal Decomposition, Fisher Equation, Population Dynamics.

1 Introducciéon

La aproximacién a través de la técnica de semidiscreti-
zacién de modelos descritos por ecuaciones diferencia-
les de tipo parabdlico implica la discretizacion de las va-
riables espaciales (por ejemplo, mediante elementos fini-
tos), lo cual da como resultado un problema de valor ini-
cial que puede ser resuelto por los métodos numéricos
conocidos para ecuaciones diferenciales ordinarias. La
resolucién numérica involucra problemas a gran escala
y, consecuentemente, implica un elevado costo compu-
tacional, sobre todo si se requiere obtener soluciones de
alta precision numérica en discretizaciones muy finas
del dominio.

Distintas técnicas de reduccién de modelos han sido
desarrolladas con el objetivo de aproximar modelos ma-
tematicos complejos mediante modelos alternativos, que
sean tratables numéricamente y con menor esfuerzo; cf.
[2]. Uno de los métodos més populares por su simplici-
dad y eficiencia para obtener modelos reducidos, es el
método conocido como Proper Ortogonal Decomposition
(POD). Un excelente tratado al respecto de la teoria y

aplicacién del método POD se puede encontrar en [8].
Este método ha sido utilizado exitosamente en la reduc-
cién de modelos provenientes de dreas diversas, como,
por ejemplo, en dindmica de fluidos, transferencia de
calor, entre otros; cf. [5]. La idea basica que subyace en
el método POD es la construccién de una base ortonor-
mal conveniente, la cual se encuentra en el mismo espa-
cio donde yace la solucién del modelo. Esta convenien-
cia radica en que, mediante un andlisis de componentes
principales sobre las observaciones del modelo, se pue-
de construir una nueva base de funciones que contienen
informacién relevante de las caracteristicas del sistema
dindmico. La nueva base de funciones tiene un niimero
significativamente menor de elementos, y por sus carac-
teristicas; es posible reconstruir una aproximacién de la
solucién del modelo con una reduccién considerable de
recursos computacionales. En particular, la reduccién de
un modelo descrito por una ecuacién diferencial resulta
muy util en la resolucién numeérica eficiente de proble-
mas de control éptimo gobernados por dicha ecuacién;
cf. [8,9,12].

En este articulo estudiamos la reduccién del mode-
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lo de dindmica poblacional dado por la ecuacién de Fis-
her (6), la cual describe el crecimiento de una poblacién,
determinado por un término autorregulatorio de tipo
logistico, y su difusién sobre un territorio bidimensio-
nal; cf. [3]. Estas condiciones, si bien son ideales, pueden
describir situaciones que se podrian dar, por ejemplo, en
un laboratorio donde se realiza cultivos de organismos
en cajas Petri.

Nuestro objetivo es la reduccién de los modelos
numéricos que se obtienen tras la aplicacién del método
de Newton para resolver la ecuacién de Fisher y la reso-
lucién de los problemas lineales de valor inicial asocia-
dos a los métodos de Euler implicito y Crank-Nicholson.
Dicha reduccién se basa en la aplicacién del método
POD en la construccién de una base ortonormal, que es
construida haciendo un analisis de componentes princi-
pales. Para éste andlisis se usa los datos las instancias de
la solucién de la ecuacién. La nueva base se incorpora
en la aplicacién del método de Galerkin para obtener los
esquemas numéricos reducidos y, consecuentemente, los
algoritmos de reduccién. Al final presentamos un ejem-
plo numérico sobre el cual se realizan diferentes expe-
rimentos y verificamos numéricamente la eficiencia del
modelo reducido.

2 Msétodo POD

El método POD permite hacer una reduccién de modelos
descritos por ecuaciones diferenciales, reemplazando la
base de funciones utilizada por el método de los Elemen-
tos Finitos (MEF), por una base ortonormal que contiene
informacién inherente al modelo y que resulta de mini-
mizar un error asociado de aproximacién en el sentido
de los minimos cuadrados. Es decir, la base es construida
de forma que sus elementos contienen la maxima infor-
macién posible para representar a la solucién de la ecua-
cién; cf. [5]. Esto permite que la resolucién numérica del
problema tenga un costo computacional mucho menor
en comparacién a la resoluciéon dada por el método de
los elementos finitos, ya que generalmente son pocos los
elementos de la base POD necesarios para la resolucién
del modelo.

Para construir dicha base, la cual caracteriza al mo-
delo reducido, primero es necesario obtener informacién
del fenémeno, la cual es tomada de la solucién apro-
ximada del problema evolutivo en ciertos instantes de
tiempo del intervalo [0, T]. A estas observaciones las lla-
maremos snapshots; cf. [8]. El método del los snapshots
resulta ser una técnica natural para obtener informacién
de un sistema dindmico, aunque existen otras posibili-
dades para recolectar informacién del modelo; cf. [9].

2.1 Descripcién del método

En lo que sigue, consideramos el espacio de Hilbert
L?(Q) dotado del producto escalar usual ( -, -) 12(0) y de
sunorma inducida | - [|2(¢). Ademds, notamos por V al

espacio H'(Q) y por W(0, T) al espacio de las funciones
y € L%(0,T;V) tales que su derivada con respecto a la
variable t, notada por 9y, es elemento de L%(0,T; V¥),
siendo V* el espacio dual de V.

Definicién 1 Seay = y(x,t) una funcién en W(0, T), y sea
0=ty <t <...<ty = T una particion uniforme del
intervalo [0, T]. Para cada t;, y; = y(x,t;) es un snapshot o
imagen de y al tiempo t;, paraj=0,1,...,m.

Notamos por Z = {y; ito C L?(Q) al conjunto de
snapshots del sistema considerado, con al menos uno de
ellos distinto de cero. Estos snapshots corresponden a
instancias de la solucién que se obtienen de la solucién
aproximada del problema.

Sea Vy; C L*(Q) el espacio generado por los snaps-
hots y sea {gb}le una base ortonormal de V,, donde
d = dim(V;,). Entonces, cada elemento del conjunto de
snapshots puede ser escrito utilizando la férmula usual
de proyeccién como sigue:

d

yi= 2 Wi ¥e) iz )b

k=1

Vjieo,1,...m. (1)
El método POD consiste en escoger una base ortonor-
mal de V), tal que para todo ¢ € {1,2,...,d}, el error
cuadrético promedio entre las funciones y; y la {-ésima
suma parcial de (1) sea minimo; es decir, los elementos
de la base buscada se caracterizan como las soluciones
del siguiente problema de optimizacién:

m 4 2
{;n}i}l vi— 2 (Wi )2 ¥
kSk=1j=0 k=1 12(Q) (2)
sujeto a:

(‘/’kﬂbp)LZ(Q) = Okps kp=1,...,¢

1,
0,

Al conjunto {4, }¢_, que verifica (2) se le llama base POD
de rango .

Supongamos que At = T/m es el pardmetro del ta-
marno de la discretizacién del intervalo [0, T, con lo que
los instantes de tiempo quedan dados por t; = jAt, con
j=0,1,...,m. Los snapshots yj se toman como sigue:

con
sik=p,

5kp .
caso contrario.

y(-,t), j=01,...,m,

Yi=49_

ay]«,m, j=m+1,...,2m,
donde .

Wj =~ lvi —yj]-

Por construccién, todos los snapshots pertenecen a V.
Hay que notar que también son consideradas las apro-
ximaciones de las derivadas con respecto a . Aunque en
este trabajo tomamos todas aproximaciones de la solu-
cién en cada instante de tiempo, es también posible to-
mar un subconjunto de ellas de acuerdo con algtn un
criterio de relevancia numérica o adaptividad.
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La base POD se construye correlacionando la infor-
macién contenida en los snapshots. La matriz de corre-
lacién se define como sigue.

Definicién 2 La Matriz de Correlacién C estd dada por:

C], = (yi,yj)LZ(Q), j,i =0,1,...,m (3)
Por su definicion, la matriz C es simétrica semidefinida posi-

tiva.

A partir de los snapshots construiremos un subespa-
cio de L?(Q2) que contenga un porcentaje considerable
de informacién sobre el problema que se quiere resol-
ver. Gracias a las propiedades de C, es posible construir
una base ortonormal que contenga a los valores y vecto-
res propios de la matriz. En efecto, tenemos la siguiente
proposicion; cf. [8].

Proposicién 1 Sean Ay > Ay > ... > Ay > 0 los primeros
d valores propios mds grandes de la matriz de correlacion C y
v1,...,v3 € R" los vectores propios asociados. Entonces, el
conjunto {4y }4_, dado por:

Pr(x) = J—kaﬁly,( ), (4)

dondek = 1,...,d < my donde v,(j) es la j-ésima compo-
nente del vector propio vy, es una base POD; i.e. {wk}ﬁzl es
solucion de (2).

Detalles sobre la demostraciéon de este resultado se
pueden encontrar en [6, 8, 5, 12].

Una de las caracteristicas mas importantes de esta
base es que sus elementos estdn definidos sobre todo
el dominio y no estdn definidos localmente, como es el
caso de las funciones base del método de los elemen-
tos finitos, las cuales son funciones a soporte compacto.
Ademas, la nueva base es originada por los snapshots
y por los vectores y valores propios de la matriz de co-
rrelacién, por lo cual la base POD contiene informacion
relevante para el fenémeno.

El conjunto {lpk}Zzl es una base ortonormal cuyos
elementos pertenecen al espacio H!(Q)), de manera que
podemos utilizar esta base en la aproximacién de Galer-
kin de la ecuacién diferencial que describe el la propa-
gacién de la poblacién en cuestién.

Gracias a la Proposicién 1, los valores propios de
la matriz de correlacién gozan de la propiedad de ser
decrecientes. Numéricamente, se observa que su decai-
miento es muy rapido, por tanto el niimero de elementos
requerido de la base POD para aproximar la solucién del
problema es significativamente menor. Este es el princi-
pio de la reduccién del tamafio del modelo mediante la
técnica POD.

Por otro lado, es de interés conocer las estimaciones
de los errores de aproximacién del método POD. Sin em-
bargo, éste sigue siendo un tema en estudio actualmente,
como se pueden ver en las referencias recomendadas en

[9]. En la siguiente proposicién (ver [8]) se muestra que
el error de aproximacion utilizando la base POD estd de-
terminada por la magnitud de los valores propios de la
matriz de correlacién.

Proposicién 2 Para todo ¢ < d tenemos la siguiente formula
de estimacion del error de aproximacion:

m { 2
Z Z lPk 12(Q lP +
j=0 k=1 LZ(Q)

m { 2

Y By(t) = X (vt i) o, ¥

j=1 k=1 LZ(Q)

d
=Y A 5)
k=41

3 Modelo de Fisher para la Dindmi-
ca Poblacional en el Espacio

El modelo de Fisher se establece al considerar la dindmi-
ca poblacional de una poblacién de cierta especie no di-
ferenciada (sin tomar en cuenta ningtn tipo de catego-
rizacién como por ejemplo: la edad de los individuos,
el sexo, o interacciones intraespecificas) que crece sobre
cierto espacio plano en el transcurso de un intervalo de
tiempo; cf. [3, 1].

Llamamos estado de la poblacién a la densidad po-
blacional en cierto tiempo t y sobre cierto punto x del
espacio, el cual estd dado por una funcién y = y(x, t).

Suponemos que r es la tasa de natalidad de la pobla-
cién y que « es la cantidad méxima de habitantes natu-
ralmente sostenibles por el hdbitat (capacidad de carga), de
manera que el término —r/x representa una tasa de mor-
tandad producida por la sobrepoblacién. En el modelo
que estudiamos aqui, no se toma en cuenta el término
correspondiente a la mortalidad natural de la poblacién
como tal, pues vamos a considerar un término general
que puede referirse tanto a la mortalidad natural como a
un posible control, que puede ser a su vez la aniquilacién
o recoleccién de los individuos en cierta madurez.

El modelo que describe este fenémeno esta dado por
la ecuacién de Fisher, la cual se discute en la siguiente
seccion.

3.1 Modelo de Fisher

El modelo de Fisher considera el crecimiento poblacional
de tipo logistico, combinado con el fenémeno difusién
espacial. Se considera también un término adicional que
controla el crecimiento de la poblacién que puede ser in-
terpretado como una tasa de mortalidad natural de los
individuos, o provocada por una accién externa. El habi-
tat sobre el cual se dispersa la poblacién se asume como
un dominio bidimensional que se encuentra aislado; cf.

[1].
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Especificamente, el modelo de Fisher consiste en el
siguiente problema parabdlico:

ary(x,t) — yAy(x, t) + u(x, t)y
=ry(x,t) (1 - @) , (x,1)€Qr,
avy(x,t) =0,
y(x,0) = yo(x),
Donde:

e O C R? es un dominio acotado que representa el
habitat; x € () corresponde a la variable espacial.

(6)
(x/ t) € ZT/
x e Q.

e 0() es la frontera de Q).
e Qr=0x(0,T)yXr=00Qx(0,T).

e J,y es la derivada con respecto a la normal exterior
v en la frontera de (). Las condiciones de fronte-
ra de tipo Neumann homogéneas representan a un
habitat aislado, i.e. no existe inmigraciéon ni emi-
gracion de poblacién a través de su frontera.

o 1y es el estado inicial del sistema y corresponde a la
densidad poblacional inicial.

e 7 es la tasa natural de crecimiento de la especie.

e « es la capacidad maxima de sostenibilidad de in-
dividuos en el espacio considerado o capacidad de
carga del ambiente.

e 7 es una constante que representa la velocidad con
la cual se dispersa la poblacién.

Para hacer el anélisis de dicha ecuacién, considera-
mos la siguiente hipétesis.

Hipétesis 1 Se asume que:
i) La frontera de Q) es Lipschitz.
i) La condicion inicial y, es elemento de L*(Q)) y verifica

Yo(x) >0 ctp.xeQ, y yo#0.

iii) La funcién u es elemento de C(Qr) y verifica

u(x,t) >0, V(x,t) € QA x(0,T).

iv) 7y, K y ¥ son constantes positivas.

La formulacién variacional de (6) corresponde al si-
guiente problema: buscamos y € W(0,T) tal que sa-
tisface:

O, @)y +1(VY, Vo) + (uy, ¢)
—rly,¢)+ = (9) =0, @)

paratodo¢ € V,ctp.t € (0,T). Aqui, (-, - )y+ v repre-
senta al producto en dualidad entre V* y V.

En [6, 3] se pueden encontrar detalles sobre las es-
timaciones a-priori de la solucién del problema (6) que
dan lugar al siguiente Lema.

Lema 1 Supongamos que existe una solucion y € C>'(Qr)
del problema (6). Entonces existe una constante M
llyolleoe’™ tal que

0<y(xt) <M. (8)

La existencia de soluciones de (6) estd basada en la
aplicacién del teorema del punto fijo a una formulacién
adecuada de la ecuacién. Siguiendo la teoria propuesta
en [4], se puede adaptar la demostracién de la existencia
de soluciones débiles de problemas de valor inicial pa-
rabdlicos no lineales con condiciones de Dirichlet que se
propone en el Teorema 9.2.2, pag. 500, [4]. En nuestro ca-
so se considera condiciones de frontera de Neumann ho-
mogéneas y un término no lineal localmente Lipschitz.

Establecemos el siguiente teorema, cuya demostra-
cién detallada se puede encontrar en [6].

Teorema 1 Bajo la Hipétesis 1, y suponiendo la estimacion
(8), entonces existe una tinica solucion débil del problema (6)
en W(0, T), que satisface (7).

Se puede consultar [11] sobre algunos resultados de
regularidad para ecuaciones lineales parabdlicas.

4 Reduccion del Modelo de Fisher
aplicando el Método POD

Como se explicé anteriormente, la reduccién del modelo
se realizard en funcién de los esquemas numéricos se-
midiscretizados de Euler Implicito y Crank-Nicholson.
A continuacién presentamos dichos esquemas numéri-
cos para la ecuacién de Fisher. Estos se formulan a par-
tir de la aplicacion del método de Newton para obtener
un esquema linealizado del problema, el cual da lugar
a una formulacién variacional linealizada de (6). Aplica-
mos el método de los Elementos Finitos (MEF) utilizan-
do la aproximacién de Galerkin, considerando la base de
los elementos finitos lineales a trozos. Se aproxima la so-
lucién y(x, t) como sigue:

y(x )~ ) wi(t)gi(x), conneN, ()
j=1

donde ¢; es la funcién base correspondiente del método
de los elementos finitos. Reemplazando (9) en (7) obte-
nemos el siguiente problema de valor inicial en térmi-
nos de un sistema de Ecuaciones Diferenciales Ordina-
rias (EDO) lineales:

Muwj_ 1 (t) + yKwyyq (£)+
Mu(t)wyi1(t) — rMwy g (t)

2 .
+ My, (Do () = TMB(), (10)

con el indice correspondiente a las iteraciones del méto-
do de Newton k = 1,2,...; donde:
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M es la Matriz de Masa con coordenadas

M(j, p) = (9}, Pp)12(q)

K es la Matriz de Rigidez con coordenadas

K(j,p) = (V¢;, Vép)12(a)

M, = M, () es la matriz con coordenadas

Mu(j, p) = (u(-,)j, ¢p)i2(ys

e My, = My, (t) es la matriz con coordenadas

Myk(j/ p) = (yx( ',t)¢j, 4’p)L2(Q);

e W, = Wi (t) es el vector con coordenadas
Wi (j) = (wr(j))%
paraj,p=1,...,n

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de
valor inicial dado por (10) se resuelve utilizando algin
método de integracién numérica para resolver ecuacio-
nes diferenciales ordinarias. En particular, aplicaremos
el método de Euler Implicito (EI) y el método de Cranck-
Nicholson (CN). Estos esquemas se consideran utilizan-
do una particién regular con tamafio de paso At. La de-
duccién de los siguientes esquemas se encuentra en [6].

Proposicién 3 (Newton + EI) Sial sistema (10) se le aplica
el método de Euler Implicito, se obtiene un sistema lineal de la
forma:

Axwii1(tiz1) = by, (11)

donde:
A =M+ At ('YK+ My (tipr) —rM + %Myk(ti—s-l)) ’
by = Mwyi4(t;) + At£M@k(fz‘+1),

parak=1,2,...

Proposicién 4 (Newton + CN) Al aplicar al sistema (10) el
método de Crank-Nicholson, se obtiene un sistema lineal de la
forma:

Axwipq(tipr) = by, (12)

donde:
A =M+ % ('yK + My (tipr) —rM + %Myk(tm)) ,
by = [M — % (')’K + My (t;)
—rM + %Myk(ti))] wit1(t:)
rAt ~

+ EM (Wk(tip1) + Wi(ti)),

parak=1,2,...

Observacién 1. En [10] se puede encontrar un estudio
mads amplio sobre ciertos problemas de estabilidad que
presenta el método de CN cuando se trabaja con con-
diciones iniciales irregulares; por ejemplo funciones en
L*; estos problemas se pueden subsanar utilizando la
siguiente estrategia dada en la misma referencia: comen-
zamos la resolucién del problema lineal derivado del es-
quema de EI en las primeras dos iteraciones del méto-
do de Newton, a partir de la tercera iteracion utilizamos
el método de CN; cf [10]. A este método lo llamaremos
el método de Cranck-Nicholson Estabilizado (CNe). Esta
estrategia evita las oscilaciones que ocurren en el método
CN cuando se considera una condicién inicial irregular,
por ejemplo una funcién constante a trozos; las cuales
son importantes para la consideracién de datos reales.

4.1 Aplicacién del método POD

Sea W € R™"*1 una solucién discreta aproximada, re-
sultado de utilizar uno de los métodos mencionados en
la Proposicién 3 y la Proposicién 4, donde n representa
el nimero de nodos de la discretizacién espacial y m el
ntimero de nodos de la discretizacién temporal; de ma-
nera que la i-ésima columna de W representa a la apro-
ximacion de la solucién en el tiempo ¢; y se nota W(:, 7).

A partir de la matriz W, construimos la matriz de
snapshots Ys;zp tomando como snapshots las aproxima-
ciones de la solucién en cada uno de los instantes t;; es
decir, tomamos todas las columnas W(:,i), i =1,...,my
construimos a partir de ellas los elementos W siguiendo
el esquema de [8]. La matriz Y,y se define como sigue:

Definicién 3 Sea At el tamartio de paso de la discretizacion
temporal. Entonces, las columnas de la Matriz de Snapshots
corresponden a:

stap(3/j) =
5W(:,j—m), j=m+1,...,2m,

donde:

WG J) = 37 WG ) = WG = 1),

Luego, aproximamos la matriz de correlacién como
T
C ~ stap Mstap.

Gracias a que la matriz C es semi definida positi-
va. Los valores propios de la matriz C son reales no
negativos y pueden ordenarse. Su magnitud represen-
tan la cantidad de informacién del problema contenida
en cada funcién propia correspondiente. Debido a esta
observacién, tomamos los primeros d valores y vecto-
res propios, notados por vy y A, respectivamente, con
k=1,...,d.
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Construimos la base ortonormal establecida en la
Proposicion 1, aproximada de la siguiente forma: gene-
ramos la matriz ¥, cuya k-ésima columna esta dada por
el vector Psi(:, k), correspondiente a la aproximacién de
la funcién test ¢ definido como sigue, cf. (4)

Y(:, k) = k=1,...,d,  (13)

—1 Ysnapv
A pYks
A sna

Utilizando la base POD, establecemos el esquema redu-
cido andlogo a (10):

Mlpw;cﬂ(t) + YKV wie i1 (1) +
Mz}(t)wkﬂ( t) — rM¥wiiq(t)

+=2 M‘”( Hwga(t) = “MY@(1), (14)

cont € [0,T], parak=1,2,....

Dado que los elementos de la base POD son ortonor-
males, la Matriz de Masa en la base POD est4 dada por
la matriz identidad de tamarfio d: M¥ = I € R?*9, mien-
tras que la matriz de rigidez se aproxima de la siguiente
manera (ver [8]):

K¥ ~¥TKY.

Por otro lado, para calcular las coordenadas de las ma-

trices M y M;fk y del vector Wy, es necesario aproximar
los valores de las integrales

u(x, t)i;(x)p(x) dx,

D\

katl/)] ¢p()

2

yi (x, ) pi(x)

A

respectivamente, para j,p = 1,...,dyk = 1,2,.... En
este trabajo se realiza dicha aproximacién utilizando la
Férmula Prismoidal; cf. [7].

Llamamos WY € R?*™+1 a la aproximacién de la
solucién del sistema reducido (14). Establecemos el si-
guiente algoritmo para la resolucién de los modelos
numéricos reducidos para la ecuacién de Fisher.

Require: N, (pasos de Newton), m (instantes de tiem-
po), valor inicial yg, funcién u.

Ensure: Solucién aproximada de (6) notada por W,

1: Inicializar Wol d

2: while (k < N, y criterio de parada) do

3 fori=0,1do

4 Calcular W5, (:, t;) resolviendo (11) para el es-
quema reducido (14)

5. end for i

6: fori=2:mdo
Calcular W)t (:, t;) resolviendo (12) para el es-
quema reducido (14)

8: end for i

9:  Asignar WY old = =W,

10: end while k
11:

return W,

Algoritmo 1. Esquema reducido de Crank Ni-
cholson

5 Experimentos Numéricos

En esta seccién presentamos un ejemplo que simula el
comportamiento de una poblacién no diferenciada bajo
condiciones muy simplificadas y que se dispersa sobre el
territorio ecuatoriano. Sean x = (x1,x2) € Q, t € [0,2].
La poblacién inicial yo = y(x,0) viene dada por la si-
guiente funcién, que representa tres focos de condensa-
cién poblacional:

y(x1,x2,0) =
x1+x3  si|(xg,x2) —(0.3,0.8)||gz < 0.1,
o|(x1,x2) —(0.4,0.3) g2 < 0.1,
0 caso contrario.

La Figura 1 corresponde al grafico de yy.

Sin dnimo de incurrir en una rigurosidad geografica, di-
vidimos el mapa ecuatoriano en tres regiones que re-
presentan a: la Costa (si 0 < x; < 0.3), la Sierra (si
0.3 < x; < 0.7) y la Amazonia (si 0.7 < x; < 1). Consi-
deramos una poblacién que crece en funcién de la hume-
dad presente en el ambiente, la cual a su vez depende del
tiempo. En este caso, interpretamos a la funcién u(x, t)
como una tasa de mortalidad asociada a la humedad del
ambiente. Dicha funcién se construye tomando valores
constantes 1, 2 y 3 seglin la regién: a menor humedad,
mayor capacidad de suprimir individuos; por ejemplo,
el valor mas alto se encuentra en la Sierra, ya que es el
lugar en el que el crecimiento poblacional se podria con-
trolar mejor.
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0.7 w w w
065 | —Amazonia
0.8 —Sj
06 Sierra
—Costa

porcentaje de humedad

Figura 2. Funcién u( -, t), que representa la hu-
medad presente en las tres regiones del domi-
nio. La funcién u varia con respecto al tiempo

1r 14 pero es constante a trozos en el espacio (ver Fi-
0.9 gura 3).
1.2
0.8
0.7 1
14
0.6
0.8
0.5 12
i 0.6
0.4 1
0.3 0.4
0.8
0.2r
0.2
0.1 0.6
% 10 0.4,
1
Figura 1. Simulacion, estado inicial y. Graficos
de la funcién yp = y(x,0). 0.5
1
» . . . 0, 02 04 06 08
Con propésitos académicos ilustrativos se considera
la humedad con tres funciones que nos permiten dife-
renciar las regiones, asumiendo que la humedad crece
linealmente (en la Sierra), cuadraticamente (en la Ama- 1r 1.2
zonifa) y ctiibicamente (en la Costa), a lo largo del afio, 0.9 -
asumiendo que el Ecuador tiene 2 estaciones: verano e o8 ’
invierno. o 1
La Figura 2 corresponde a los gréficos del porcenta- ' 0.9
. . : 0.6 :
je de humedad dependiente del tiempo. Aunque estas
suposiciones no son del todo realistas, queremos expe- 051 08
rimentar sobre el modelo con situaciones que podrian 0.4¢ 07
presentarse en la practica. La Figura 3 representa la fun- 03
cién u en el tiempo ¢t = 0. 02l 06
o1t 05
Los pardmetros del modelo de Fisher que tomamos 0 u,,
para la experimentacién son los siguientes: 0 r -
7=105 r=1 k=10 T=2 Figura 3. Grifico de la funcién u evaluada en
t=0.

Aplicando el Algoritmo 1, conseguimos los siguien-
tes resultados: la Figura 4 muestra los errores de apro- La Figura 5 muestra las aproximaciones de la solu-
ximacién obtenidos al aplicar el método POD sobre el cién en los tiempos t = 0.05, 1,2, respectivamente.
mallado, fijando d = 10 y N; = 400.
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Figura 4. Errores de aproximaciéon del método
POD + CNe, cond = 10, h =~ 0.096 y m = 400.
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0.7r
0.6r
0.5r
0.4r
0.3r
0.2r

0.11

0.9r
0.8r
0.7r
0.61
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0.4r
0.31
0.21

0.1r

0.9r
0.8r
0.7r
0.61
0.51
0.4r
0.31

0.21

0.1r

Figura 5. Aproximaciones de la solucién en los
tiempost = 0.05,t =1yt = 2.

Ya que estamos estudiando un método de reduccién
de modelo, es de interés observar el comportamiento del
método al usar un niimero mucho mayor de puntos en
el dominio y comparar el tiempo de resolucién y la me-
moria de almacenamiento utilizada.

Para ello, refinamos la malla del dominio que repre-
senta al mapa del Ecuador hasta obtener 198641 nodos
que dieron lugar a 393728 tridngulos, con i =~ 0.006; y
se tom6 1000 subintervalos del intervalo temporal. Pa-
ra realizar estos experimentos numéricos, los ejemplos
fueron resueltos en un servidor HP con 2 procesadores
XEON X5670, con sistema Linux Centos de 64bit con
96GB de memoria RAM.

Realizamos el mismo procedimiento: resolvemos el
esquema original utilizando el método de CN estabili-
zado para obtener la informacién que nos permite cons-
truir la base POD y resolvemos el esquema reducido. El
notorio decrecimiento de los valores propios obtenidos
de la matriz de correlaciéon se pueden observar en la Fi-
gura 6.

Valores Propios

10 1 5 9 13 17 2125

25 primeros valores propios

Figura 6. Gréfico de los valores propios de la
matriz de correlacion C, en escala logaritmica.

Por otro lado, las Figuras 7, 8, 9 y 10 representan los
primeros cuatro elementos de la base POD que se cons-
truy6 a partir de los valores y vectores propios, como en
(13).

Al resolver el sistema reducido, se obtuvo una so-
lucién aproximada de tamafio 13 x 2001, la cual ocupa
aproximadamente 208 KB y que fue resuelta en aproxi-
madamente 15 minutos; mientras que la solucién apro-
ximada obtenida utilizando elementos finitos es de ta-
mafio 198641 x 2001, lo cual ocupa aproximadamente 3.1
GB, y fue resuelta en aproximadamente 10 horas, toman-
do un tiempo aproximado de una hora para cada itera-
cién del método de Newton. Con este experimento se
confirma la reduccién del costo computacional al aplicar
el método POD.
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Figura 7. Primer elemento de la base POD, aso-
ciado al valor propio A ~ 1.90205249981 x 10°.

02\ 06
A 0.4

Figura 8. Segundo elemento de la base POD,
asociado al valor propio Ay & 3.00170 x 102.

Figura 9. Tercer elemento de la base POD, aso-
ciado al valor propio A3 ~ 36.80345.

Este método permite resolver el problema utilizan-
do un ntimero significativamente menor de variables.
Ademas, hemos conducido experimentos perturbando
los datos para aplicar el método POD vy verificar resul-

tados satisfactorios bajo dichas perturbaciones. Esto per-
mite resolver problemas similares, sin tener que resolver
el problema original en la base de elementos finitos.

10,

Figura 10. Cuarto elemento de la base POD,
asociado al valor propio A4 ~ 30.28986.

Consideramos una funcién u(x, t) 4 € que correspon-
de a una version perturbada de la funcién u(x, t). Toma-
mos 0 < & < 1, y resolvemos el esquema reducido (14),
con la base POD obtenida al resolver el problema con
u=u(x,t).

La Figura 11 muestra los errores de aproximacién
entre el sistema perturbado resuelto por el método POD
y el sistema perturbado resuelto por el MEF, tomando
€ = 0.001 y € = 0.1. Mientras que en la Figura 12 se pue-
den observar los errores de aproximacién al considerar
el problema perturbado tomando ¢ = 0.7. A pesar de
perturbar la funcién u con un mayor valor, el error de
aproximacién sigue siendo pequefio.

x10™*

Figura 11. Gréfico de los errores de aproxima-
cién obtenidos al aplicar el método POD+CN

al problema perturbado, tomando ¢ =
e = 0.001.

01y
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x10~°

1.8

error

Figura 12. Grafico de los errores de aproxima-
cién obtenidos al aplicar el método POD+CN al
problema perturbado, tomando ¢ = 0.7.
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