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Resumen

En el presente articulo, revisamos los operadores N y N, de levantamiento y proyeccién (lift-and-project) defini-
dos por Lovész y Schrijver [3], asi como su aplicacién al politopo de conjuntos estables de un grafo. Posteriormente,
estudiamos las propiedades de los indices N y N4 asociados a estos operadores sobre la clase particular de gra-
fos de las antiwebs. Demostramos que el indice N de cualquier antiweb es igual 1, y presentamos un esquema
constructivo que permite acotar el valor del indice N para ciertas familias de antiwebs.
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Abstract

We review the lift-and-project N and N operators defined by Lovasz and Schrijver [3], as well as their application
to the stable set polytope of a graph. We study the properties of the related N and N indices on the particular graph
class of antiwebs. We show that the N index related to an antiweb is equal to 1, and we propose a constructive
scheme to bound from above the N index related to certain families of antiwebs.
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1 Los operadores Ny N,

Un poliedro P = {x € R" : Ax < b} es la intersecci6n
finita de semiespacios cerrados. Un politopo es un polie-
dro acotado, y un resultado fundamental de la teoria po-
liedral establece que todo politopo es la envolvente con-
vexa de un conjunto finito de puntos.

Dado un poliedro P C RR", definimos al poliedro
entero asociado P; como la envolvente convexa de los
puntos en P con coordenadas enteras. Es decir, P; :=
conv(PNZ").

Todo politopo P C [0,1]" puede ser asociado a un
cono en R"*1, mediante una transformacién conocida
como homogeneizacién. Basicamente, la misma consis-
te en considerar la inmersién de P en el hiperplano
H:= {x € R""!: xy = 1} y, a partir de esta inmersion,
generar un cono convexo. Al homogeneizar el politopo

P={xeR": Ax <D, 0<x <1},
se obtiene el cono
K:=

{(J;O) e R : bxg— Ax >0, x >0, xOIl—xZO}-

Se dice que una desigualdad lineal es vélida para un
politopo P si la misma se cumple para todo x € P. Toda

desigualdad aTx < B valida para el politopo P puede
escribirse como la desigualdad Bxg — a”x > 0 valida pa-
ra el cono K, y se conoce como desigualdad homogeneizada
de «Tx < B. Notaremos por &7 = (B, —a’) al vector de
incidencia asociado a esta desigualdad.

Observar que es posible escribir K como la intersec-
cién de un ndmero finito de semiespacios definidos por
restricciones lineales de la forma &Tx > 0 con &7 =
(B, —aT) y x € R"™"1; por lo tanto, K es un cono polie-
dral.

Llamaremos Q al cono poliedral en R"*! que resulta
de la homogeneizacion del politopo [0, 1]"; es decir,

Q=
{(xo,xl,...,xn)T sxo—x;>0,x,>0,V1<i<n}.
Notar que Q estd descrito por las siguientes 21 de-
sigualdades lineales:
xo—x; = (eg —ej)Tx = flx >0,
Vi=1,...,n, (1)

xi:eiTxEO y

donde ¢; son los vectores unitarios canénicos de R**! y
fi:=ey—ej,parai=1,...,n.
Q puede entenderse, de manera equivalente, como

el cono convexo generado por todos los vectores x €
{0,1}"*! con xg = 1.
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A lo largo de esta seccién, consideraremos un cono
convexo K C Q, y notaremos por K; al cono genera-
do por todos los vectores en K que tienen coordenadas
igualesa 06 1.

Sea K un cono convexo en R"*!. El cono polar de K,
denotado por K*, es el cono convexo definido por

K :={ueR"™: uTx >0, Vx €K}

Observar que si u € K*, entonces la desigualdad li-
neal uTx > 0 es valida para K. En otras palabras, K*
estd formado por los vectores normales de todas las de-
sigualdades validas para K.

El cono polar de Q estd generado por los vectores e¢;
y fiparai = 1,...,n. Estos vectores corresponden a los
vectores normales de las desigualdades (1) que definen
Q:

Q" =cone{e;, fi:i=1,...,n}.
Lovész y Schrijver [3] introducen el método “levantar y
proyectar” para ajustar la relajacién fraccionaria de un

cono entero contenido en Q. Revisaremos a continuacién
los aspectos fundamentales del mismo.

Definicién 1 ([3]). Sean Ky, K, C Q dos conos convexos
en R"1. Se define M(Ky,Ky) como el cono de las matrices
Y = (yij) que pertenecen a ROHDX(141) tales gue:

(i) Y es simétrica;
(ii) diag(Y) = Yey, es decir, y;; = yo; paratodo1 < i < n;
(iii) uTYv > 0 paratodou € Kf yv € K.

De manera similar, M4 (Ky, Ky) es el cono de las matrices que,
a mds de las condiciones anteriores, satisfacen

(iv) Y es semi—definida positiva; es decir, uTyu > 0, para
todo u € R"*1,

Lema 1 ([4]). Sean Ky, Ky C Q dos conos convexos, x un
vector de coordenadas 0 6 1 en K1 N Ky, con xg = 1, y
Y = xxT. Entonces Y es una matriz en RU"1)>x(1+1) g0
satisface (i)—(iv) de la definicién anterior.

Los conos M(Kj,Ky) y M4 (Ky,K3) se conocen como
levantamientos de Ky y K. Nos interesan, ademds, sus
proyecciones sobre R"*1, definidas por:

N(Kl,Kz) = {Yeo Y e M(K1,K2)},

N (Ky, Kp) :={Yeo : Y € My (Ky, K2) }-

Al procedimiento de obtener N (K3, Ky) 6 N4 (K, Kp) a
partir de K; y K; se lo llama “levantar y proyectar” (lift—
and—project). El siguiente resultado, motivado por el le-
ma 1, explica su utilidad.

Lema 2 ([3]). (K1 ﬂKz)] - N+(K1,K2) - N(Kl,Kz) -
K1 NKs,.

Dos casos particulares que merecen especial atencién
se presentan cuando K; = K = K; y K3 = K, K; = Q.

En lo posterior, nos restringiremos al estudio del segun-
do caso, y definimos los operadores de levantamiento y
proyeccién N y Ny por medio de:

N(K) := N(K, Q),
N (K) == Ny (K, Q),

para cualquier K C Q. Notar que, a partir del lema 2, se
tiene que
K; € N4 (K) € N(K) CK.

De esta manera, al aplicar los operadores N y N,
se ajusta una relajacién lineal del cono entero K. Pa-
rai € IN, denotaremos por N'*1(K) a N(N(K)), con
N'(K) := N(K). Uno de los resultados principales de
Lovasz y Schrijver establece que es suficiente aplicar n
veces el operador N a un cono convexo K para obtener
el cono entero Kj.

Teorema 3 ([3]). Sea K C Q un cono convexo en R"+1. En-
tonces N"(K) = K.

Mais adelante, requeriremos la siguiente propiedad
del operador N.

Lema 4 ([4]). Sean K C Q un cono en R"*1 y w € R,
Entonces w € N(K)* si y solo si we} € M(K)*.

Se define el indice N de un cono K como el menor
t € N tal que N(K) = K. Por el Teorema 3, el indice
N de cualquier cono K € R"*! es menor o igual a n.
De la misma manera, se define el indice N de una de-
sigualdad valida para K; como el menor ¢ € IN tal que
esta desigualdad sea vélida para N'(K). El indice Ny se
define de forma similar.

Es posible trasladar las construcciones anteriores al
espacio original R”, sin homogeneizacién: si K es el cono
que resulta de homogeneizar el politopo P contenido en
[0,1]", se define

N(P) := {x ER": (}C) e N(K)}.

De forma semejante se define el conjunto N (P).

En la aplicacién practica del método, son de gran im-
portancia las expresiones para los polares M*(Ky,Kz) y
M (K1, K3) que presentamos a continuacion.

Denotaremos por Usym al espacio de las matrices
simétricas y por Uge al espacio de las matrices anti-
simétricas en R("+1) > (n+1),

La condicién (ii) de la definicién 1 puede ser escri-
ta usando el producto escalar de matrices en la forma
(fiel,Y) = 0. Se define, entonces:

u:={ye R+ x(n+1) . <fi€iT,Y> =0,V1<i<n}

Se denota, ademads, por U el espacio lineal de las ma-
trices Y en RO+ x(n+1) tales que yo; = —yj; paral <
j<nyo =0,yyj=0sii#0ei# j Sepuedede-
mostrar que Uj estd generado por las matrices fie] para
i=1,...,n.
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De manera anéloga, el producto u’Yv, en la con-
dicién (iii) de la definicién 1, puede escribirse como
(u, Yo) = (uv?,Y). Definimos el conjunto

V.=

{Y c ]R(n+l)><(n+1) .
<uvT,Y> >0, Vu e Kj AVo € K;}.

Finalmente, denotaremos por Uy, al cono de las ma-
trices semi-definidas positivas (s.d.p.) en R(?+1)x(n+1);
es decir:

Uggy = {Y € RUFDX0D 5Ty > 0 wx € R

Empleando la notacién introducida arriba, tenemos
que:
M(Ky,Kp) = UsymNUNYV,

y
M (K1, Kp) := Usym NU NV N Uggp.

Se conoce, ademads, que el polar de una interseccién de
conjuntos es la suma de los polares de cada conjunto, de
donde:

M*(Ky,Kp) = (Usym NUNV)*
= Ugym +U" + V7,
M (K, Ka) = (Usym NUNV N Ugg,)"

= u:ym + U+ v+ S*dp.

Por ultimo, es posible demostrar [4] que: Uy, =
Ugeew, U* = Uy, V¥ = cone{uv” : u € Kj,v € K}}
y U:dp = Usgp- Como resultado, se obtiene el siguiente
teorema.

Teorema 5. Sean Ky, K, C Q dos conos convexos en R 1.
Entonces,

M*(K11K2) = Ugkew + U1 + V7,
Mj— (K1, KZ) = Uskew + U1 + V" + usdp-

@)

Utilizaremos este resultado en la seccién 3 para ca-
racterizar los conjuntos obtenidos al aplicar el operador
N sobre relajaciones fraccionarias del politopo de con-
juntos estables asociado a antiwebs.

2 Conjuntos estables

Un grafo (no dirigido) G = (V,E) consiste de un con-
junto finito de nodos V- = V(G) y un conjunto finito de
aristas E = E(G), donde cada arista esta formada por
un par de nodos que se conocen como extremos. Es de-
cir, los elementos de E(G) son de la forma {i,j} donde
i, j € V(G). Por simplicidad, es usual denotar {i,j} sim-
plemente por ij. Se dice que una arista ij es incidente a
sus nodos extremos i, j. Un par de nodos i, j € V son

adyacentes o vecinos si ij € E. En adelante, designaremos
por n al nimero de nodos de un grafo.

Un subgrafo G' = (V',G’) de G es un grafo tal que
V' C VyE' C E.El subgrafo G’ se llama subgrafo induci-
do por V' si E/ contiene todas las aristas de E con sus dos
extremos en V’. Notaremos en este caso G’ C G.

El complemento de G es el grafo G que tiene el mismo
conjunto de nodos V y tal que dos nodos son adyacentes
en G si y solo si no son adyacentes en G.

Para A C E, G\ A denota el subgrafo G’ = (V/,E’)
obtenido mediante la eliminacién de A, estoes, V' =V y
E' = E\ A. De manera similar, si B C V, el grafo G \ B
es el grafo inducido por V' \ B. Es decir, la eliminacién
de un conjunto B de nodos consiste en eliminar de V' los
elementos de B y eliminar de E las aristas incidentes a
nodos en B. Parai € V, el grafo obtenido tras la elimina-
cién de {i} se escribird simplemente como G \ i. La con-
tracciéon de un nodo i € V consiste en la eliminacion del

conjunto {i} UT(i). Notaremos al grafo resultante por
G/i.

Definicién 2. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido. Un con-
junto estable en G es un conjunto S C V de nodos mutua-
mente no adyacentes; es decir, un conjunto de nodos tal que
si

i,jeS=ij¢E.

El niimero de estabilidad de G es la mixima cardinalidad de
un conjunto estable en G y se denota por a(G).

Un grafo bipartito es un grafo cuyo conjunto de nodos
puede particionarse en dos conjuntos estables V; y V5.

Un grafo es completo cuando cada par de vértices
estd conectado por una arista. Una cligue es un subgra-
fo inducido completo; es decir, es el complemento de un
conjunto estable. Notaremos por Q, a una clique indu-
cida por n nodos, y diremos, en este caso, que la clique
tiene tamario 7. El méximo tamario de una clique en un
grafo G se conoce como niimero de clique y se denota por
w(G).

Un ciclo impar es un subgrafo inducido por un con-
junto de 2k + 1 nodos {1,...,2k+ 1}, con k € N, y
que contiene todas las aristas de la forma {i,i + 1} pa-
rai=1,...,2k+1, con la suma tomada médulo 2k + 1.
Cualquier otra arista que no sea de la forma {i,i + 1}
se conoce como cuerda. Un ciclo impar sin cuerdas es un
agujero impar. Denotaremos por Cpx,q a un agujero de
tamario 2k + 1. Un antiagujero impar Cyj 1 es el comple-
mento de Cyy1. Agujeros y antiagujeros impares son ca-
sos particulares de dos clases de grafos conocidos como
webs y antiwebs.

Definicién 3 ([5]). Una web W¥ es un grafo con conjun-
to de nodos {1,...,n} y un conjunto de aristas dado por
E(T/\{lk) ={iixl:ie€V,1<1 <k}, dondela sumay
resta de los elementos de V se definen médulo n.

Definicién 4 ([5]). Una antiweb Wnk es el complemento de
una web WE.
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Las antiwebs generalizan varias otras clases de gra-

fos conocidas. Algunos ejemplos particulares de anti-

. =0 = =]

webs son las cliques Q, = W, , los antiagujeros C,, = W,

. . —=k—1 .

y los agujeros impares Cpry1 = Wsr 1. En la figura 1,

se muestran otros ejemplos de webs y antiwebs. Asumi-

remos en adelante, al referirnos a webs y antiwebs, que

n > 2k + 1, puesto que de, lo contrario, toda web dege-

nera en un grafo completo y toda antiweb en un grafo
sin aristas.

() W

Figura 1. Ejemplos de webs y antiwebs.

Decimos que una antiweb es prima cuando n y k son
nimeros relativamente primos; es decir, si el maximo
comun divisor den y k es 1.

Dados un grafo G = (V,E) y w € RY, el problema
del conjunto estable de peso maximo consiste en encon-
trar un subconjunto S C V que sea un conjunto estable
y tal que su peso w(S) := Y ;csw; sea maximo. Si defi-
nimos variables binarias x; parai € V,conx; = 1siy
solosii € S, este problema puede formularse como el
siguiente programa lineal entero:

max )\, wix;

(MAXSTAB(G)) { SWeto & )
xi+x; <1, Vij € E,
v el{o1), vieV.

El politopo de conjuntos estables asociado a un grafo G =
(V,E) es la envolvente convexa de los vectores de in-
cidencia de conjuntos estables de G, y se denota por
STAB(G):

STAB(G) := conv{x® : S C Ves un conjunto estable},

donde x° € R" denota el vector de incidencia del con-
junto S C V; es decir,

1
S 7

El politopo correspondiente a la relajacién lineal de
MAXSTAB(G),

sii €S,
caso contrario.

max Z?:l wWiX;

(MAXESTAB(G)) { SWeto & .
xi+x <1, Vij € E,
e,  Viev,

se conoce como la relajacion de aristas del politopo de con-
juntos estables y se denota por

ESTAB(G) :={x € RY :x;+x; <1 Vij € E}.

Evidentemente, STAB(G) C ESTAB(G), y se conoce
que los politopos son iguales si y solo si G es un grafo
bipartito.

Para un subgrafo inducido G’ C G, se define

Y. x<a(G)

ieV(G)

®)

como la desigualdad de rango asociada a G’ C G. Es trivial
verificar que (3) es valida para STAB(G), pues cualquier
conjunto estable de G restringido a los nodos de G’ es un
conjunto estable para G'.

Si G’ pertenece a una clase de grafos especifica, la de-
sigualdad de rango asociada tomara el nombre de la cla-
se. Por ejemplo, la desigualdad de rango asociada a una
clique se conoce como desigualdad de clique. De la mis-
ma forma, se definen las desigualdades de arista, aguje-
ro, antiagujero, web y antiweb.

Lovasz y Schrijver [3] estudiaron la aplicacién de los
operadores N y N a ESTAB(G), y establecieron cotas
inferiores y superiores para los indices N y N para este
politopo.

Para aplicar el operador N y los demés operadores,
es necesario homogeneizar el problema a través de la in-
mersién del politopo en el hiperplano H = {x € R"*!:
xo =1} C R™1L

Se denota por ST(G) C R"*! al cono poliedral obte-
nido al homogeneizar el politopo STAB(G) C R". Notar
que

ST(G) = cone { <X15) : S es un conjunto estable} ,
y
STAB(G) = ST(G) N H.

De manera similar, EST(G) < R"*! denota el
cono obtenido por la homogeneizaciéon del politopo
ESTAB(G). Observar que EST(G) estd determinado por
el siguiente sistema de desigualdades homogéneo:

x;i >0,
xo—xi—x]'ZO,

Viev,
Vij € E.
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Se tiene, ademads, que EST(G) C Q y EST(G); = ST(G).
Por el lema 2,

ST(G) = EST(G); C N, (EST(G))
C N(EST(G)) C EST(G).

Regresando al espacio original R”, N(ESTAB(G)) =
N(EST(G)) N H. En adelante, escribiremos simplemente
N(G) para referirnos a N(ESTAB(G)), y denotaremos al
indice N de ESTAB(G) por ng(G). Todos los resultados
se presentan sobre R”.

Sea a’x < b una desigualdad valida para STAB(G).
Por el teorema 3, existe unt < n tal que alx < besvalida
para N'(G). El menor f con esta propiedad es el indice N
deaTx < b. El indice Ny se define de manera similar.

Los siguientes resultados de Lovasz y Schrijver [3]
son ttiles para acotar superiormente los indices N y N,
respectivamente.

Teorema 6 ([3]). El politopo N(G) es exactamente el con-
junto solucién de las restricciones de no negatividad, arista y
agujero impar.

Corolario 7 ([3]). Siparaalginnodoi € V, ng(G\i) <k,
se tiene que np(G) < k+ 1.

A partir de las observaciones anteriores, Lovasz y
Schrijver obtuvieron las siguientes cotas para el indice
N de un grafo.

Corolario 8 ([3]). Para todo grafo G, & —2 < ng(G) <
n—a—1,donde x = a(G) es el niimero de estabilidad de G.

Para el operador Ny, los autores demostraron la si-
guiente propiedad.

Lema 9 ([3]). Si a’x < b es una desigualdad vdlida para
STAB(G) tal que para todo i € V con coeficiente positivo, la
contraccion de i da una desigualdad con indice N1 a lo mds k,
entonces a’x < b tiene indice Ny a lo mds k + 1.

Las desigualdades de clique, agujero impar y an-
tiagujero impar tienen la propiedad que, contrayendo
cualquier nodo, se obtiene una desigualdad en la cual
los nodos con coeficiente positivo inducen un grafo bi-
partito. Ademads, para un grafo bipartito G, se tiene
STAB(G) = ESTAB(G), de donde ng(G) = 0. Aplicando
el lema anterior, se concluye, por tanto, lo siguiente.

Corolario 10 ([3]). Las desigualdades de clique, agujero im-
par y antiagujero impar tienen indice N igual a 1.

3 Indices N y N, para antiwebs

La desigualdad de rango asociada a una antiweb Wnk
estd dada por:

M-

x; <k+1.
1

1

Se conoce que esta desigualdad es vélida para
STAB(Wnk) y que define una faceta si y solo si la antiweb

es prima [5]. Ademas, se ha demostrado que el politopo
de conjuntos estables STAB(Wnk) estd descrito comple-
tamente por las desigualdades de no negatividad, de cli-

que y de rango asociadas a todas las subantiwebs primas

inducidas, incluida, de ser el caso, Wnk [6].

Para calcular el indice Ny de una antiweb, es posible
aplicar el lema 9. Se conoce que las antiwebs son grafos
casi bipartitos y. por lo tanto, al contraer cualquier no-

. . —=k . . .
do i de la antiweb W, se obtiene un grafo bipartito. En
la figura 2 se ilustra el procedimiento de contraer el no-

do 1 de la antiweb Wl% Se tiene que ng(Wnk —i—T(i))
es 0 paratodoi € {1,...,n}. Por lo tanto, el indice N

—=k —k .
de W, n} (W, ), es a lo méds 1. Ademads, es fécil demos-
trar que las tinicas antiwebs bipartitas son aquellas con
n = 2k + 2, de donde obtenemos el siguiente resultado:

o, O
5

(b) La contraccion del nodo

(a) Nodos vecinos del nodo
1. 1 da como resultado un gra-
fo bipartito.

. . . —3
Figura 2. Contraccién de un nodo en la antiweb .

Teorema 11. El indice N de toda antiweb Wnk, conn >
2k + 3, es igual 1.

Por otra parte, el cdlculo del indice N para una anti-
web resulta ser una tarea dificil en general. En las proxi-
mas dos secciones presentamos un esquema constructi-
VO que nos permite acotar este valor para algunas fami-
lias particulares.

4 Sucesiones constructivas

La idea de sucesiones constructivas fue empleada en [2]
para acotar superiormente el rango de Chvétal de las re-
lajaciones de arista y de clique del politopo de conjuntos
estables asociado a grafos de la clase antiwebs.

Dada una desigualdad a”x < b valida para un polito-
po P, donde a es un vector entero, la desigualdad a”x <
|b| es vélida para el politopo entero P; y puede cortar
una parte de P. Esta desigualdad se conoce como plano
cortante de Gomory-Chuital para P.

La interseccién de P con todos sus planos cortantes
de Gomory-Chvétal se llama clausura elemental de Py se
denota por P’. Claramente, se tiene que P; C P’y se pue-
de demostrar que P’ es un politopo. Por lo tanto, el pro-
cedimiento de tomar la clausura elemental puede ser ite-
rado para obtener relajaciones cada vez més ajustadas de
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la envolvente entera P;. Sean P(0) = py p(t+1) = (p(t)y,
para t > 0. Chvatal [1] demostré que para todo poliedro
acotado P C R", existe un t € N tal que P’ = Py. El ran-
g0 de Choital de un poliedro P, notado por cr(P), se define
como el menor ¢ con esta propiedad.

Por otra parte, si P C R" es un poliedro y alx <b
es una desigualdad valida para P, la profundidad de
aTx < b con respecto a P es el menor t € N tal que
aTx < besvélida para Pt. Notaremos, en adelante, a este
valor por d(a, b). Para el caso especifico del politopo de
conjuntos estables STAB(G), si a’x < b es la desigual-
dad de rango de un subgrafo G' C G, notaremos d(a,b)
simplemente por d(G’).

COl’I_l(]){ consecuencia de la caracterizacién de
STAB(W, ), sefialada al inicio de la seccién, el rango
de Chvatal de la relajacién de aristas del politopo de

conjuntos estables asociado a la antiweb W,, que no-
—=k
taremos por cr(W, ), puede calcularse a partlr de las

profundidades de las desigualdades de rango d(W, n/)
correspondientes a todas las subantiwebs primas indu-

cidas Wnk/ - Wnk.
En [2] se presentan condiciones para que la desigual-

dad de rango de una subantiweb Wnk/ - Wnk pueda usar-
se para generar la desigualdad de rango de la antiweb

ok . - s o <
W, en una sola iteracién del procedimiento Chvétal-
Gomory. Se plantea, ademas, un algoritmo, el cual cons-

. Tk .
truye para cada subantiweb W, una sucesién de suban-
tiwebs de la forma:

ko _ Tk —ki =k

W CW' oo C T =T

Esta sucesion satisface la siguiente propiedad: la de-
. ki .

sigualdad de rango de W, puede obtenerse a partir de

la desigualdad de rango de W ! mediante una sola

aplicacion del procedimiento Chvatal—Gomory para to-
do1 < i < t. Sise conoce el valor de d(W, ) puede

obtenerse la siguiente cota superior para d(W, nk).
—k —ko
d(W,) < t+d(W,).

En consecuencia, este procedimiento puede usarse para
acotar el valor de crg (Wk) sies aphcado sobre cada una
de las subantiwebs primas de Wn .

En el presente trabajo, hemos explorado la posibili-
dad de aplicar la idea de sucesiones constructivas para

acotar el indice N de la relajacién de aristas del politopo
de conjuntos estables asociado a una antiweb.

Dadas una antiweb Wk y una subantiweb inducida
—K /
Wk/ - W notaremos por (W, )(resp (W, W 1)) el indi-
ce N (resp el indice N4 ) dela de31gualdad de rango aso-
ciadaa W I

Y oxi <K +1,
i eW,,k/

(4)

con relacién a ESTAB(W ). Recordemos que este indice
es el menor v € IN tal que (4) es valida para el politopo

N' (W) = N(N(...N(W)...)).

rveces

(Para 57" se tiene la definicién correspondiente.)

Como STAB(Wnk) estd completamente definido por
restricciones de no negatividad y desigualdades de ran-
go de subantiwebs primas, se tiene que:

nE(Wnk) max{n (W, ) W/ C W Wnk/ es prima}

y

P — 1/
ng(mk) max{n™( ) W/ C W qu/ es prima}.

Esto justifica la siguiente definicion.
Definicion 5. Una sucesion de antiwebs
—=k —k —k —k
W CWl C o C T =T, (5)
es una sucesion N—constructiva cuando paratodoi =1,...,t
yj € N, se tiene que si la desigualdad de rango de Wk"*l

vilida para N/ (W ), entonces la desigualdad de rango de W '

es vilida para NJ“(I/Vnk).

Notar que de manera andloga a lo que ocurre con el
rango de Chvatal, la existencia de una sucesiéon como (5)
implica una cota superior para el indice N de la desigual-

dad de rango asociada a Wk:

(W) < (W) +t.

La pregunta fundamental que hemos examinado es si es
posible, y bajo qué condiciones, obtener sucesiones cons-
tructivas para determinadas familias de antiwebs.

Ejemplo

Como motivacién, examinaremos la generacién de la de-

sigualdad de rango del agujero impar Cs = W’; ilustrado
en la figura 3 a partir de las desigualdades de aristas.

Figura 3. El agujero impar C5 = V_\él.

Recordemos que para aplicar los resultados de la pri-
mera seccién, debemos homogeneizar el problema. La
desigualdad de rango de Cs,

=) x<2

ieCs

(6)
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homogeneizada toma la forma

2xg— ) x; >0,
ieCs

y su vector de incidencia es

donde 1 € R®.

Demostrar que (6) tiene indice N menor oigual a 1es
equivalente a demostrar que es una desigualdad vélida
para N(Cs).Sia € N(EST(Cs))* C RR®, entonces

aTx > 0 para todo x € N(EST(Cs)),

y por tanto Y icc, x; < 2 es valida para N(Cs), en vir-
tud de que N(Cs) = N(EST(Cs)) N {x € R® : xy = 1}.
Del lema 4, sabemos que 4 € N(EST(Cs))* si y solo si
ael € M(EST(Cs))*. Por otra parte, de (2), en el teorema
5, tenemos:

M(EST(Gs))" =
Ugiew + Up + cone{uv? : u € EST(Cs)*,v € Q*}.

Por lo tanto, basta con expresar de] como la suma de tres

matrices en R®*®, pertenecientes a los conjuntos arriba
sefialados. Puesto que se sabe que U; estd generado por
f,«e?, i=1,...,5 buscamos una expresiéon de la forma

5 m
ﬁeg =A+ Z AieifiT + Z 'ytutvtT,
i=1 =1

donde A es una matriz antisimétrica, A; € R para todo
i=1,...,5,u; € EST(C5)*, Ut € Q* = cone{el-,fi 1<
i<5}ymeR, t=1,...,m

Por otro lado,

EST(Cs) =
{x eR®:x; > 0VieCs, x;+x; < xg Vij € E(Cs)},

y puede ser escrito de forma matricial de la siguiente ma-
nera: N
EST(Cs) = {x € R®: Ax >0},

donde N
N I5
A= 2
(Ao)/
con
01 0 00O
(oo 1000
=10 0 0 1 0 O
0 00 0 1TPO0
0 00 0 O0 1
1 0 0O -1 -1 O
|t 0 0o 0 -1 -1
Ag=]1 -1 0 0o o0 -1
1 -1 -1 0 0 0
1 0 -1 -1 0 0

De la definicién de polaridad,
EST(Cs)* = {v € R®: v'x > 0Vx € EST(Cs)}.

Se puede ver facilmente que si v es un vector fila de
la matriz g, entonces v satisface vTx > 0 para toda
x € EST(Cs). Por otra parte, si v € EST(Cs)*, enton-
ces la desigualdad v"x > 0 es valida para EST(Cs) vy,
por tanto, es combinacién cénica de las desigualdades
de Ax > 0. Observar, ademads, que los vectores fila de
I y Ap son los vectores de incidencia homogeneizados
asociados a las desigualdades de no negatividad x; > 0
y de arista a; para i € Cs. Notaremos estos vectores por
¢! y ﬁi, respectivamente. Por tanto,

EST(Cs)* = cone{é, 2’ : Vi€ Cs}.
Consideremos ahora las matrices
C1 =
(@ +a°) ff + (2% +a") T +
(@ +@)f] + @+ &) ff + @ +a)f
y
Cy, =

Puede verificarse que C := C; + C; pertenece a
cone{uv” : u € EST(Cs)*,v € Q*} y, ademas, que:

10 1 1 1 1 1
-4 -2 0 0 0 0
C— -4 0 -2 0 0 O
-4 0 0 -2 0 O
-4 0 0 0 -2 0
-4 0 0 0 0 =2

Finalmente, consideremos la matriz antisimétrica

0 11111

-1 00 0 0O

-1 00 0 0 O

A= -1 00 0 0 O

-1 0 0 0 0O

-1 0 0 0 0O

y la matriz B € U;, dada por:

o1 1 1 1 1
5 0O -1 0 0 0 O
_ rT_ |0 0O -1 0 0 0
b= 2gf1€i— 2o 0 0 -1 0 o
0o 0o 0o 0 -1 0
0o 0o 0o 0 0 -1
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Al sumar estas matrices, se tiene que

10
-5
-5
-5
-5
-5

A+B+C=

SO OO OO
SO OO oo
S O O oo

SO OO OO
SO OO OO

Es decir, 53 € N(EST(Cs))*, lo que implica que 527x > 0
es vélida para N(EST(Cs)) y, por tanto, Y icc, Xi < 2 es
vélida para N(Cs).

5 Cotas superiores para el indice N
de EST(W,)

Expondremos a continuacién un mecanismo para obte-
ner sucesiones N—constructivas de antiwebs. Partimos
del siguiente resultado cldsico demostrado por Trotter.

Teorema 12 ([5]). La antiweb Wnk/ es un subgrafo inducido
de Wnk si y solo si se tienen’ < n, k' <ky

K K +1
—n<n < .
== k+1n

En [4] fueron demostrados los siguientes lemas inter-
medios. En adelante, la adicién de indices se considera
siempre moédulo #.

Lema 13 ([4]). Dados k', n', ¢ € N con q > 2, considerar
la antiweb Wnk, donden := qn' +1yk :=qk' +1) — 1.

Denotemos por V.= {1,...,n} al conjunto de nodos de Wnk.
Para todo j € V, el conjunto de nodos V; := {j+1q : 0 <

I <n' — 1} induce una subantiweb de Wnk isomorfa a Wnk/,
Lema 14 ([4]). Si V; se define como en el lema anterior,
VinVy =@,Vj,j € Vtales que 0 < |[j — j'| < ¢
Yy, ademds,
Ul Vi =V \{j} paratodoj € V.

A partir de los dos lemas puede demostrarse el resul-
tado central del presente trabajo.

Teorema 15. Sea Wnk/ una subantiweb de Wnk conk',n', ky

n definidos como en el lema 13. Supongamos que U(Wnk//) =1
Entonces

n(Wy) < t+1.

Demostracion. Demostraremos que la desigualdad de

. . =k
rango asociada a la antiweb W,

x(W) <k+1,

es valida para Nt“(Wnk) = N(Nt(Wnk)). Sea d/ € Q!
el vector de incidencia de la desigualdad de rango ho-
mogeneizada asociada a la subantiweb inducida por V;,
definido como en el lema 13. Es decir,

' K+1 sii=0,
a,=¢-1 siieV,
0 en los demads casos.

De la misma manera, # € Q"*! denotard el vector de
incidencia de la desigualdad de rango homogeneizada

. . 7k .1
asociada a la antiweb W, multiplicado por #.
Tenemos que demostrar que 7 pertenece a

N(Nt(EST(Wnk)))*, ya que con esto se verifica que
#Tx > 0 para todo x € N(Nt(EST(Wnk))).

Por el lema 4, # € N(Nt(EST(Wnk)))* si y solo si
rel € M(N'(EST(W,)))*, donde

(k+1)n 0 0 0
—n 0 0 0
pl—| —n 00 0

De (2) sabemos que la matriz ?eg

=k . A .
M(N!(EST(W,)))* si y solo si fe] puede ser escrita co-
mo la suma de una matriz antisimétrica, una matriz per-
teneciente a U; y una matriz elemento del cono D :=

—=k
cone{uoT,u € N'(EST(W,))*,v € Q*}.
Notaremos por &/ € R"*! el vector de incidencia aso-

pertenece a

ciado a la desigualdad de rango de la subantiweb de Wnk
inducida por V;.

Del lema 14, sabemos que (Vjg1, .. ., V,«H]) es una par-
ticién del conjunto V' \ {i}, por lo que, al sumar los vec-
tores 4'®1 4 ... + 4'*7, tenemos un vector cuya prime-
ra entrada es (k' + 1)q y que tiene —1 en las demas en-
tradas, salvo en la entrada i que es 0. Luego, la matriz
Cpi=Y1 (@ +a%2 ... 4 ﬁ”‘i)fiT tiene la siguiente
forma

g+ )n —q(K +1) —q(K +1) —q(K' +1)
~(n—1) 0 1 1

= | 1 1 0 1 /
ey i o

donde, debido a que f; = ¢y — ¢;, la primera columna de
C; contiene a la suma cambiada de signo de las demads
columnas. Definiendo
n
n= |z 1,
2]
se tiene, igual que antes, que (Vigra1, - - -, Vigryq) €S una
particién del conjunto V' \ {i @& 7}. Al unir este conjunto

con la arista de Wnk de la forma {i,i 4+ 7}, se logra recu-
brir todos los nodos una sola vez y el nodo i dos veces.
Notaremos por &+ al vector de incidencia asociado a la
desigualdad de arista x; + x; 17 < 1 homogeneizada. Al
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Az@n-&-q zzeBn

sumar los vectores g/®"®1 , se tiene un
vector donde la primera entrada es (k’ + 1)q +1, la i-ési-
ma entrada es —2 y el resto es —1. Por lo tanto, la matriz
C, definida por Y4 (471 - oo 4 @I THI7L 4 g o)l
tiene la siguiente forma

0 g +1)+1 gk +1)+1 gk +1)+1
0 -2 -1 1
= |0 -1 -2 -1
d ;1 ;1 ;2
Sumando C; y C; se tiene
gk +n 1 1 - 1
—-(n-1) -2 0 --- 0
C=C+C = ("—1) 0 -2 . 0
—(n-1) 0 O -2

De la hipétesis U(Wnk//) = t, se sabe que 4/ €
Nt(EST(Wnk))* para todo j € V(Wnk). Ademas, 417 ¢
N t(EST(Wk)* pues la desigualdad de arista (homoge—

neizada) es valida para EST(W )OO N t(EST(W )). Lue-
go, la matriz C pertenece al cono D.

Observar que, por la definiciéon de n’ y k" en el le-
ma 13, en la matriz anterior se tiene que (k' + 1)n =
(k 4+ 1)n. Finalmente, considerar la matriz antisimétrica
Ay lamatriz B € U, descritas abajo

0 11 1
~1.0 0 0

a—|-1 00 0
-1 .0 0 0

0 -2 -2 ... -2
02 0 - 0
g_|0 0 2 - 0
0 0 0 2

Puede verificarse que
fed = A+B+C,

W) O

Del teorema 15, se obtiene el siguiente resultado:

y de (2), concluimos que fel € M(N*(EST(

Corolario 16 ([4]). Sean q > 2, ng,ko,i € N. Si n; =

noq' + q yk = (ko +1)g" — 1, entonces
—k; —kov . .
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