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Resumen

El funcionamiento del corazoén es el resultado de un fenémeno de naturaleza eléctrica suscitado en el miocardio.
Este fendmeno eléctrico es responsable del proceso de contraccién del musculo. El modelo monodominio de con-
duccién eléctrica sobre el tejido cardiaco permite la simulacién los fenémenos de naturaleza eléctrica originados a
nivel de las células que componen el tejido cardiaco. Este trabajo se enfoca en la resolucién numérica del modelo
monodominio de conduccién eléctrica sobre el tejido cardiaco dado por el modelo iénico de Aliev-Panfilov (ver [1])
a través del uso de métodos numéricos multimalla. Este modelo esté constituido por un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales no lineales de tipo parabélico con condiciones de frontera tipo Neumann. La alta complejidad del
modelo requiere en su resolucién de técnicas numeéricas altamente competitivas. Se propone la resolucién numérica
del problema a través de los métodos multimalla. Estos métodos buscan acelerar la convergencia de un método
iterativo clasico mediante un proceso que radica en una sucesiva correccién del error y su aproximacién sobre las
diferentes jerarquias de discretizacion. Adicionalmente, a través una serie de detallados experimentos numeéricos,
se reproducen las caracteristicas electrofisiolégicas del tejido cardiaco.

Palabras claves: modelo monodominio, modelo Aliev-Panfilov, electrofisiologia cardiaca, métodos multigrilla

Abstract

This project is focused on the numerical resolution of the monodomain model of electrical conductivity in car-
diac tissue through the ionic model developed by Rubin Aliev and Alexander Panfilov using multigrid methods.
This model exhibits a system of parabolic, non-linear partial differential equations with Neumann boundary con-
ditions. Due to the high complexity of the system, its resolution relies on advanced numerical techniques. In this
work we are concerned about the numerical resolution of the problem through the use of the multigrid methods.
This methods looks to increase the speed of convergence from a classic iterative scheme through a process which
depends upon the successive error correction and its approximation on a hierarchy of discretizations. Finally we

developed some numerical experiments aimed at the simulation of the cardiac electrophysiology.
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1 Introducciéon

El propésito de este trabajo es la resoluciéon numérica
del modelo monodominio de conduccién eléctrica en el
tejido cardiaco mediante el modelo iénico introducido
por Rubin R. Aliev y Alexander Panfilov (ver [1]). Es-
te modelo comprende los aspectos referentes a la elec-
trofisiologia del corazén y permite describir la dindmica
de la propagacién de un impulso eléctrico sobre el teji-
do cardiaco. La modelizacién de este fenémeno vislum-
bra un sistema de ecuaciones diferenciales parciales no
lineales de tipo parabélico con condiciones de frontera
tipo Neumann. En la resolucién numérica del problema
se hace uso de los métodos multimalla no lineales apli-
cados a la discretizacién del modelo en cuestién.

El corazén es un 6rgano muscular que impulsa de
manera constante el fluido sanguineo a través del siste-
ma circulatorio: venas, capilares y arterias, en el cuerpo

humano. A pesar de la inmensa cantidad de conocimien-
to relativo a la actividad cardiaca, el funcionamiento del
corazén es atin uno de los fenémenos que tiene un am-
plio campo de investigacién. Existen problemas, atin sin
solucién, que capturan la intriga y fascinacién de cientifi-
cos alrededor del mundo. Entre los problemas de investi-
gacion actual se incluyen: el andlisis del tejido cardiaco a
nivel celular, la comprensién de los mecanismos de fun-
cionamiento del corazén como musculo, el estudio de la
circulacién sanguinea a través del corazén, entre otros.

El funcionamiento del corazén estd ligado a un
fenémeno de naturaleza electromagnética. Al campo de
estudio de los fendmenos electromagnéticos que gene-
ran los seres vivos se lo conoce como bioelectromagnetismo
o bioelectricidad (ver [26, p. 1]). Algunos ejemplos de este
fenémeno incluyen el potencial eléctrico de la membra-
na celular y los flujos de corriente eléctrica que circulan
por el sistema nervioso y el sistema muscular.
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La capacidad de conduccién eléctrica en el tejido
cardfaco estd fuertemente vinculada a las propiedades
conductivas del tejido muscular fibroso que compone
el corazén. Las capacidades de conduccién eléctrica son
dependientes de la distribucién y direccién de las fibras
que componen el tejido.

Un ejemplo de modelizacién en el cual se conside-
ra esta caracteristica estd dado por el modelo bidominio
(ver [26, p. 25]). El modelo bidominio es una modeliza-
cién matematica de las propiedades eléctricas del tejido
cardfaco en la que se considera la anisotropia de los espa-
cios intracelulares como extracelulares existentes en las
células que constituyen el tejido cardiaco.

Tanto computacionalmente como teéricamente la re-
solucién del modelo bidominio es en extremo deman-
dante. Es posible considerar que las capacidades de con-
ductividad del tejido cardiaco sean constantes e iguales
sobre todo el corazon, esta hipétesis es la contemplada
por el modelo monodominio. Es importante notar que el
modelo monodominio se desprende del modelo bidomi-
nio al considerar en este tltimo la hipétesis de conducti-
vidad constante (ver [26, p. 30]).

Desde el punto de vista tedrico y de implementaciéon
computacional, el modelo monodominio es asequible y
provee una descripcién adecuada del fenémeno de pro-
pagacion del impulso eléctrico sobre el tejido cardiaco.
De la misma manera, evidencia computacional como
tedrica (ver [27]) colocan al modelo monodominio co-
mo un esquema altamente competitivo y aceptado en al
dmbito cientifico en la instancia de reproduccién de los
fenémenos de naturaleza electromagnética que se des-
prenden del funcionamiento del corazén.

En el desarrollo del modelo bidominio como mono-
dominio, el fendmeno de naturaleza eléctrica esta des-
crito por un modelo de corriente i6énico a nivel celular.
Varios modelos iénicos han sido propuestos (ver [1]).
Entre los modelos desarrollados estdn: el modelo de de
FitzHugh-Nagumo, el modelo de MacCulloch y el mo-
delo de Aliev-Panfilov. En este trabajo se trata tinicamen-
te con el modelo propuesto por Rubin R. Aliev y Ale-
xander Panfilov (ver [1]) el cual destaca por la descrip-
cién realista de la dindmica del fenémeno de propaga-
cién eléctrica en el tejido cardiaco.

El alcance de este trabajo se enfoca en el uso del mo-
delo monodominio de excitacién del tejido cardiaco aco-
plado con el modelo iénico de Aliev-Panfilov. El modelo
matematico planteado consta de un sistema de ecuacio-
nes diferenciales parciales de tipo parabdlico no lineales
con condiciones de borde de tipo Neumann. La resolu-
cién de este problema se deriva de una aproximacién
discreta del sistema en mencién. La resolucién del sis-
tema discreto requiere de métodos numéricos altamente
competitivos y eficaces que aprovechen la estructura del
sistema de ecuaciones resultantes del modelo.

El esquema de resoluciéon numérica adoptado pa-
ra este trabajo es el método multimalla para problemas
no lineales. Puntualmente el esquema multimalla es un
método que consta de dos instancias: la primera de na-
turaleza iterativa, dada mediante esquemas numéricos

iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales, y la segunda instancia donde se emplea una
sucesion de aproximaciones discretas del problema en
cuestion.

Este trabajo esta estructurado de la siguiente mane-
ra: En la seccién 2 se describen de manera concisa los
modelos de conduccién eléctrica bidominio y monodo-
minio. Modelos que permiten describir la dindmica de
propagacién de un impulso sobre el tejido cardiaco. De
los modelos iénicos existentes, el modelo i6nico desarro-
llado por Rubin Aliev y Alexander Panfilov es presenta-
do en la seccién 3 y se aprecia como este modelo es aco-
plado al modelo monodominio de conduccién eléctrica.
En la seccién 4 se establecen los esquemas numéricos de
discretizacién y suavizado que serdn posteriormente uti-
lizados en el desarrollado del método multimalla; una
serie de experimentos numéricos, como resultado de la
simulacién del modelo, son desarrollados en la seccién
5y finalmente las conclusiones producto de este trabajo
son discutidas en la seccién 6.

2 Modelo de conduccion eléctrica:
modelo bidominio y modelo mo-
nodominio

En el disefio de modelos matematicos que describen la
actividad eléctrica de un tejido una posible aproxima-
cién consiste en modelar cada célula por separado y pos-
teriormente, usando modelos matematicos que conside-
ran los mecanismos de acoplamiento entre células, unir
un conjunto mayor de células. Sin embargo no es posi-
ble utilizar esta clase de modelamiento debido a la gran
cantidad de células que componen el tejido cardiaco.

Mediante mecanica de medios continuos el procedi-
miento a utilizar es analizar cantidades promediadas so-
bre voliimenes. Esta concepcién permite evitar las difi-
cultades del modelamiento sobre la estructura discreta
de las células del tejido cardfaco.

En cada punto P del tejido, una cantidad es definida
como un promedio sobre un volumen pequefio pero for-
mado por varias células alrededor del punto P. Con esta
consideracién es posible evitar las dificultades de mode-
lar la naturaleza discreta del tejido.

La propagacién de la sefial eléctrica en los tejidos
compuestos por células de tipo excitables se realiza me-
diante la depolarizacién de las células. Una propiedad
interesante de las células que forman el tejido cardiaco
es la habilidad de reaccionar a un estimulo eléctrico, es
decir son excitables. Bajo condiciones de reposo, y debi-
do a las diferentes cargas eléctricas de los iones inmersos
en el citoplasma de las células cardiacas, existe una dife-
rencia de potencial a través de la membrana celular. Esta
diferencia que es conocida como potencial de membrana.

El resultado de aplicar un estimulo eléctrico a una
célula conlleva un cambio en el potencial de membrana.
Si el estimulo es tal que existe un cambio pequerio, las
propiedades conductivas de la membrana celular per-
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manecen inalterables y el potencial retorna rdpidamen-
te a su valor de reposo una vez que el estimulo eléctri-
co se interrumpe. Sin embargo si el estimulo es lo sufi-
cientemente fuerte para elevar el valor del potencial de
membrana sobre cierto valor critico, la respuesta sera di-
ferente. En ese caso las propiedades conductivas de la
membrana celular cambian, permitiendo el flujo de io-
nes positivos hacia en interior de la célula. El ingreso de
iones en el interior celular provoca un proceso conocido
como depolarizaciéon donde el potencial incrementa, de su
valor negativo de reposo, hacia un valor cercano o signi-
ficativamente mayor a cero.

Posterior a la fase de depolarizacién, el proceso con-
tinua, donde el valor de potencial de membrana retorna
a su valor original de reposo negativo, este proceso se
conoce como repolarizacion.

El proceso de depolarizacién y repolarizaciéon en su
conjunto se denomina potencial de accion.

50
0
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-50f
= 000 100 200 300 400
ms

Figura 1. Proceso de depolarizacién y repolarizacién de una
célula del tejido cardiaco (ver [26, p. 10]).

Como se puede notar en la Figura 1 la rapidez de
la onda de depolarizacién conlleva grandes desafios en
cuanto a la resolucién del modelo desde el punto de vis-
ta computacional. Al modelar iinicamente una célula se
necesitan pasos de tiempo muy pequefios en la regién de
depolarizacién con el fin de capturar este fenémeno.

El modelo matematico para la conduccién eléctrica
en el tejido cardiaco se basa en una aproximacién por
volumen. Sin embargo para incluir el efecto de la varia-
cién de potencial a través de la membrana celular, el te-
jido es dividido en dos dominios separados, el dominio
intracelular y el dominio extracelular. Ambos dominios
se asumen continuos y que componen la totalidad del
volumen del corazén (ver [26, p. 25-30]).

En cada uno de los dos dominios se define un poten-
cial eléctrico, el cual en cada punto es visto como una
cantidad promedio sobre un volumen pequefio. Los do-
minios intracelular y extracelular estdn separados me-
diante la membrana celular, asf como se asumi6 que los
dos dominios son continuos y forman completamente el

volumen del corazén, lo mismo se asume que ocurre con
la membrana celular, la cual se asume continua y que
igualmente compone el tejido completo. La membrana
acttia como una capa aislante entre los dominios, ya que
no ser de esta manera no fuera posible tener una diferen-
cia de potencial entre los dominios intracelular y extra-

celular.

Sea Q) un conjunto abierto de RY (d = 2,3) represen-
tando el corazén, dQ) la fronterade Oy 0 < T < coel
tiempo de vida del tejido cardiaco. La formulacién del

modelo de conduccién eléctrica bidominio estandar (ver
[26, p. 70, 71]), como un sistema de ecuaciones diferen-

ciales parciales no lineales de tipo parabélico, estd dado

por

V(M) + V- (M) = XCn'ok 4 i,
en Q) x [0,T],
V- (MVu)+V-((M;j+ M,)Vu,) = 0,
en ) x [0,T],
n- (MiVu+MVu) = 0,
sobre 0Q) x [0, T7,
n-(MVu) = 0

sobre 0Q) x [0, T7,

en donde M;, M, son matrices que representan la con-

ductividad en los dos dominios, C;; es la capacitancia
de la membrana celular y u;, u, representan los poten-
ciales intracelular y extracelular respectivamente. Adi-
cionalmente el potencial de membrana u estd definido
como la diferencia entre el potencial intracelular y el po-
tencial extracelular, u = u; — u,.

La formulacién anterior evidencia la presencia de
condiciones de frontera para u, y u. Asumiendo que el
corazén estd rodeado por una capa no conductiva, se re-
quiere que la componente normal de la corriente eléctri-
ca intracelular como extracelular sea cero sobre la fron-
tera.

La modelacién de la corriente iénica en el modelo
viene dado por el término I[;,,. La corriente i6nica es
medida por unidad de drea de la membrana celular. La
constante ) representa el drea de la membrana celular
por unidad de volumen. Por tanto mientras I;,, es la co-
rriente iénica por cada célula unidad sobre el 4drea de la
membrana, x I,y es la corriente idénica por unidad de vo-
lumen de tejido.

El modelo bidominio consiste de un sistema forma-
do por ecuaciones diferenciales parciales no lineales.
Computacionalmente la resolucién de este modelo es al-
tamente demandante. Las principales dificultades de su
resolucién estdn atadas al tamafio de las mallas producto
de la discretizacién del problema. Una adecuada discre-
tizacion debe ser utilizada para poder obtener simula-
ciones suficientemente cercanas al comportamiento del
tejido cardiaco.

Adicionalmente con el fin de poder capturar el efec-
to de la rdpida depolarizacién del tejido se requiere de
un mallado suficientemente fino y de pasos tempora-
les adecuados que recojan la evolucién temporal de este
fenémeno (ver [3, p. 151,161]).

Debido a que la formulaciéon del modelo bidominio
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considera que las propiedades de conductividad del te-
jido cardiaco son dependientes de la direccién de las fi-
bras que componen el tejido muscular se habla de aniso-
tropia en el tejido. Por el contrario, cuando las propieda-
des de conductividad son constantes por todo el tejido,
se habla de isotropia (ver [26, p. 28]).

Una forma de reducir los desafios computacionales
del modelo bidominio consiste en el uso del modelo mo-
nodominio. Este modelo considera caracteristicas de iso-
tropia en el tejido cardiaco lo que desemboca en que su
modelizacién se componga por una ecuacién diferencial
parcial no lineal.

Aunque los requerimientos computacionales del mo-
delo monodominio son inferiores respecto del modelo
bidominio, (ver [27]), este atin requiere de discretizacio-
nes adecuadas del dominio y de pequefios pasos tempo-
rales.

Es posible simplificar el modelo bidominio de tal for-
ma que se describa tinicamente la dindmica del potencial
membrana u y adicionalemente relajar la hipétesis de an-
isotropia y exigir isotropia sobre el tejido. Esta conside-
racién se tiene al establecer M, = AM; con A un escalar
constante (ver [26, p. 30])

Finalmente al tomar la siguiente notaciéon

M; I;
MF= -1, ¥ o=l
1 Xcm won Cm

el modelo monodominio estd dado por

A . Ju N
H—AV(M’ Vu) = E +Ii01’l/ en () X [O,T}
n-(M;Vu) = 0, endQx][0,T].
La condicion M, = AM; empleada en la formula-

cién del modelo monodominio es factible para simular
la actividad eléctrica del corazén debido a que el mode-
lo simplificado tiene una resolucién menos demandan-
te tanto desde el punto de vista tedrico como compu-
tacional. Adicionalmente las mismas caracteristicas del
comportamiento fisioldgico de la membrana celular que
son modeladas mediante el modelo bidominio son cap-
turadas al realizar el reemplazo propuesto por el modelo
monodominio (ver [27]).

En lo referente al valor del pardmetro A en [14] se tra-
ta el problema de btisqueda de un valor éptimo para A.
Este valor es determinado de tal forma que la diferencia
entre las soluciones del problema bidominio y monodo-
minio sea minimizada. (ver [14]).

Como el propésito de este trabajo es analizar el mo-
delo monodominio a partir de este instante se proce-
dera dnicamente a tratar con este.

3 Modelo monodominio de Aliev-
Panfilov

Al desarrollar un modelo de corriente iénica a nivel ce-
lular se puede pasar por alto la precisién y complejidad
inherente al nivel de detalle de la electrofisiologia de las

células. Debido a la necesidad de investigar los mismos
fenémenos ocurridos a nivel celular, pero ahora a niveles
espaciales y temporales mayores, varios modelos de co-
rriente i6nica han sido propuestos. El objetivo de estos
modelos es modelar el potencial de accién sobre regio-
nes de mayor tamafio a un costo computacional menor
que el necesario al tratar con la naturaleza discreta de las
células.

Existen varios modelos que tratan de modelar el
fenémeno de corriente iénica. Ejemplos de estos mo-
delos estdn dados por las formulaciones de FitzHugh-
Nagumo, MacCulloch, Aliev-Panfilov (ver [1]), entre
otros

De entre los modelos mencionados destaca, por
una descripcién mas adecuada de la dindmica que
estd detrds de la propagacién del impulso eléctrico en el
tejido cardiaco, el modelo de Aliev-Panfilov. Este mode-
lo logra simular la forma del potencial de accién asi co-
mo la forma de la fase de repolarizacién.

La forma del modelo iénico hace uso de un modelo
ctbico polinomial en u (ver [29, p. 9]). Adicionalmente
se requiere de una segunda variable w cuyo propésito
es lograr la descripcién de la fase de repolarizacion del
tejido.

Finalmente el modelo de Aliev-Panfilov acoplado
con la formulacién monodominio estd dado por

ou A N
* - Teay MVY
—ku(u—a)(u—1)—uw, (1)
ow Hw
A (€0+u+y2)
(—w—ku(u—>b-1)),
n-(M;Vu) = 0.

Donde0<a<1,b>0,¢>0,k>0, 11 >0, yup >
0, y como previamente u es la representacién adimensio-
nal del potencial de membrana y w es la representacién
adimensional de la variable que describe la repolariza-
cioén.

El término —ku(u — a)(u — 1) controla el proceso de
iniciacién y de rdpido ascenso del potencial de mem-
brana debido al raudo fenémeno de depolarizacién. Las
dindmica de la fase de repolarizacién y de restitucién del
potencial de accién estdn determinadas por la evoluciéon
temporal de w la cual es controlada mediante el término

mw
(60 + utp

mo el valor de umbral para el potencial de membrana
los parametros restantes del modelo k, p1, pz, b no tie-
nen un significado fisiol6gico concreto. Estos parametros
pueden ser afinados de tal manera que reproduzcan las
caracteristicas claves del tejido cardfaco como por ejem-
plo la forma de la curva que describe el potencial de ac-
cién y la duracién del mismo.

En el capitulo 4 de [13] se exhibe existencia de so-
lucién débil para el sistema monodominio de Aliev-
Panfilov mediante la construccién de una solucién a pro-
ximada usando la técnica de Faedo-Galerkin y ciertos

). Excepto por el pardmetro a definido co-
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criterios de compacidad. De manera similar, la existencia
de solucién para el problema bidominio es presentada
en [6, p. 470-479]. Vale recalcar que la unicidad de solu-
cién es un problema complicado debido a la forma de las
no linealidades f y g. En la seccién 6 de [6] se discuten
condiciones sobre las cuales tanto el modelo monodomi-
nio como bidominio exhiben solucién tinica.

4 Resolucion numérica del proble-
ma de Aliev-Panfilov

Debido a que el sistema monodominio en conjunto con
el modelo iénico de Aliev-Panfilov es un problema no li-
neal, su resolucién requiere del uso de métodos numéri-
cos 6ptimos y competitivos. Con este fin se utiliza el
método multimalla aplicado a sistemas de ecuaciones
no lineales (método multimalla FAS) (ver [28, p. 147][8,
p. 95]).

La idea principal del método multimalla es la de ace-
lerar la convergencia de un método iterativo cldsico me-
diante un proceso que radica en una sucesiva correccién
del error y su aproximacién sobre las diferentes jerar-
quias de discretizacién. Estas dos instancias, la correc-
cién sucesiva del error y la aproximacién sobre diferen-
tes jerarquias de discretizacién son los dos principios
fundamentales y complementarios del método multima-
lla (ver [28][8]).

En primer lugar se analiza la discretizacién del pro-
blema modelo monodominio de Aliev-Panfilov y me-
diante este proceso se establecerd un esquema iterativo
mediante el cual se obtendra una aproximacién a la so-
lucién del sistema.

En la resoluciéon numérica del modelo de Aliev-
Panfilov se requiere de la discretizacién espacio-
temporal del dominio asi como el desarrollo del esque-
ma numérico de suavizado necesario para el método
multimalla a implementar.

Con el propésito de realizar ciertos experimentos
numeéricos, se modificé levemente la estructura del pro-
blema. Se realizé la modificacién con la adicién del
término § para el cual al tomar el valor de § = 0, se ob-
tiene nuevamente el problema original. Adicionalmente
se establece una condicién de borde tipo Neumann sobre
la variable w y las condiciones iniciales para las variables
u, w. Finalmente el sistema modificado toma la forma

g—btl =—ku(u—a)(u—1) —uw+ o Au +s,
en Q x [0,T],
d
ai: = (g + yzlfu)(—w—ku(u—b—l)) +3,
en Q) x [0,T], @
Vu-n=0, sobredQ x[0,T],
Vw-n=0, sobredQ x [0,T],
u((x,y),0) =up(x,y), enQ x {t =0},
w((x,y),0) =wo(x,y), enQ x {t=0}.

4.1 Discretizacion del modelo

En la discretizacién de (2) se asumira que el dominio es-
pacial ) = QU9Q), en este caso el corazén, es un cuadra-
do de lado ¢. Adicionalmente (), representa la discreti-
zacién de Q) mediante un mallado uniforme, siendo el
grosor del mallado. Generalmente se toma h = ¢/ 27 tal
que para fi > 1, el nimero 2 := 1 representa el nimero
de pedazos en los que sera dividido cada eje del domi-
nio. Con este procedimiento un punto de (), es repre-
sentado por (x;,y;) dondei,j € {1,...,n+1}.

Por cuestiones de facilidad implementacién compu-
tacional la enumeracién de los puntos del mallado
estd dada por (x;,y;)) = ((i —1)h (j—1h), ij €
{1,...,n+1}.

En todo lo que sigue, se tendra en mente que (), re-
presenta el conjunto de puntos dados por (), U 9€),
donde Q) es el conjunto de puntos interiores de (), es
decir (x;,y;) = (= Dh, (j—1)h),i,j €{2,...,n}yoy
representa a los puntos que estan en cada uno de los la-
dos (fronteras) de ().

Adicional a la discretizacién de la parte espacial, la
resolucién numérica de la ecuacién propuesta requiere
de la discretizacién de la parte temporal ¢. Para este fin,
en la discretizacién de la parte temporal, se toma un va-
lor fijo T > 0 como horizonte temporal.

En [0,T] se definen los puntos t, con m €
{1,...,ny+1} dados por t, = (m — 1)hy conhy = T/ny,
siendo 7; el nimero de pedazos en los que es dividido
[0, T).

Continuando, para uj,, wy, definidas sobre el dominio
discretizado (), en lo que sigue se adoptaré la notaciéon

(un)ijmr (Wn)ijms

entendiéndose que (uy,);jm y (Wp)ij,m SOn aproximacio-
nes a los valores de u y w en los puntos (x;,yj, tm) con
je{l,....n+1}yme{l,..., ni+1}.

Se define el espacio vectorial de funciones discretas
definidas sobre el mallado (), donde para cada m &
{1,...,ny + 1} fijo, se establece el siguiente producto es-
calar discreto

— 12 Y .y

(W Wi 2, =1 2 wn(xi Yy tw)wn(xi, Yjo tm),
(xiy)) ey

con la norma asociada ||[up||,2, y = (uy, up) 5% ..

L5, () PTRII2 ()

Mediante las caracterizaciones anteriores y reparan-

do en la estructura temporal del modelo se definen las
siguientes mallas espacio-temporales

Qi = { (X yjs tm) | (xi,yj) € Opy tm = (m —1)hy,
m e {1,...,nt+1}}.

Para las funciones definidas sobre el mallado Qy, ;,, se

usa el producto escalar discreto L2(Qy, ;,,) con la norma

1/2
= (up, ) 12
Qphit) Qphe)

En la discretizacién de la parte temporal se proce-
de mediante un esquema de diferenciacién de segundo

Huh||Lf
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orden, especificamente BDF2. Para las variables u, w se
procede de la siguiente manera,

3(un)ijm —4(Un)ijm—1+ (Un)ijm—2

agmuhm = zht 7
conm € {3,...,n+1}.

woom 3(wn)ijm —4(wWn)ijm—1+ (Wh)ijm—2

aBDth = th ’

conm € {3,...,n+1}.

En los instantes discretos m € {1,2} la discretizacién re-
quiere de un esquema diferente. Con el fin de mantener
una aproximacién de segundo orden se procede median-
te el esquema de diferenciacién de Crank-Nicolson. Para
el cual se tiene

(un)ijm — (Wn)ijm—1
hy

ot um = , conm € {1,2}.

(wn)ijm — (Wn)ijm—1
hy

ot i = , conm e {1,2}.

La discretizacion del operador Au en Q) estd dado
por el esquema de esténcil de 5 puntos obteniéndose

(au)t = (un)is1jm+ (Un)i-1jm+ (Un)ijs1m
i,jm h2
(tn)ij—1,m — 4(un)ijm

h? ’

+ ®)

dondei,je{l,...,.n+1},me{l,...,m;+1}y (Au)?’j’m
se entiende como la aproximacién de Au para el punto
(xi,yj) de ), en el instante m.

La discretizacién de la condicién de borde de tipo
Neumann, es decir Vu-n = 0 (Vw-n = 0), requiere
del esquema de segundo orden de diferencias centradas.
Para Vu -n = 0 se sigue el proceso a continuacién, para
el caso de la condiciéon Vw-n = 0 se sigue de manera
similar. En consecuencia se procede como

1
o [(un)iz,jm — (Un)is1,jm)-

En este esquema se hace uso de un mallado auxiliar
extendido con los puntos que estan por fuera de ()y,. Es-
tos puntos auxiliares son conocidos como nodos fantas-
mas (ver [25, p. 541]),(ver [28, p. 180]).

Figura 2. Representacion de los nodos fantasmas (o) por fuera
de O3y, (e) (ver [28, p. 180]).

La forma del dominio de la ecuacién, un cuadrado
de lado ¢, obliga a que por cada uno de los lados de
Q), se disefie un esquema de discretizacion diferente pa-
ra Vu - n. El primer esquema a definirse se da para los
puntos en los cualesi € {1,...,n+1}yj =1, el cual se
desarrolla a continuacién.

Usando un esquema de discretizacién de diferencias
centradas sobre los puntos paralos cualesi € {1,...,n+
1} y j = 1 la discretizacion de la condicién de borde,
Vu-n=0,es

(p)iom — (Up)iom =0, paraie{l,...,n+1}. (4)

De manera similar en los lados restantes de (), especifi-
camente en los puntos para los cuales (j € {1,...,n+
1}, i = n+1), i € {1,....n+1}, j = n+1)y
(je{l,...,n+1}, i =1) se tiene respectivamente

paraje {1,...,n+1},
)

parai € {1,...,n+1},
(6)
paraje {1,...,n+1}, (7)

(i) nt2,jm — (Un)njm =0,
(uh)i,n+2,m - (uh)i,n,m =0,

(un)2,jm — (up)ojm =0,
Las ecuaciones (4)-(7) identifican como iguales a los
puntos externos auxiliares o nodos fantasmas con los
puntos inmediatos interiores de (). Estas ecuaciones
serdn usadas en los esquemas de discretizacién que se
presentan a continuacion.
Mediante la ecuacién (4) aplicada a (3), la forma del
operador Laplaciano en los puntos para los cuales i €
{2,...,n}yj=1es,

~(up)itam + (Un)io1,1m

h
(Du)iym = %
2(up)ipm — 4(un)iim
+ 2 .
Procediendo de manera similar parai = n+1,j €

{2,...,n}, m € {1,...,n; + 1}, usando (5), la discreti-
zacion de Au se efecttia como

h (uh)l’l+1,j+1,m + (uh)n_’_l’]'_l,m
(A”)n+1,j,m = 2
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2(uh)n,j,m - 4(uh)n+1,j,m

+ ) ,

parai € {2,...,n}, j=n+1, me {1,...,n;+ 1} usan-
do (6), se tiene que

h (up) it netm + (Un)i—ing,
(Au)i,n+1,m: e mhz B

z(uh)i,n,m - 4(”h)i,n+l,m
h? !

+

yecuandoi=1,j€{2,...,n}, me {1,...,n; + 1} usan-
do (7), se tiene que

I ()14 1,m + (Un)1j—1m
(Au)l,j,m = hz

2(up)2,jm — 4(un)1,jm

+ ) .

La discretizacion sobre los vértices de de Q) se sigue
de manera similar.

Parai=1,j=1,me {1,...,n;+ 1} usando (4) y (7)
se tiene que

1
(M), = i (2(up)2,1,m — 4(un)1,1,m + 2(un)1,2,m]

Procediendo de manera similar, parai = n+1,j = 1,
m e {1,...,n;+ 1}, usando (4) y (5)

1
7 2(up) ns1,2,m — 4(Up) ng1,1,m

+ 2(uh)n,l,m]1

h
(A”)n+1,1,m =

igualmenteparai=n+1,j=n+1,me {1,...,n; +1}
con (5) y (6)

1
(Au)z+1,n+l,m = ﬁ [Z(Mh)nle,n,m - 4(uh)n+1,n+1,m

+ z(uh)n,n-&-l,m}r
y finalmente parai = 1,j =n+1,m e {1,...,n; + 1}
usando (6) y (7)
1
i 2(un)2,n1,m — 4(Un) 1,041,m
+ 2(”h)1,n,m]‘

h
(A”)l,n+1,m =

En lo posterior se notard y = Z—; y adicionalmente

Glim = k- (un)ijm[(n)ijm— )] [(wn)ijm —1]
+(n)ij,m(Wn)i jmr
w ..
Gz],m _ <80+ Vl( h)z,],m )

2 + (Un)ijm
[ = (wn)ijm — k- (up)ijm((un)ijm—b—1)],

Para las funciones s y § se supondra suficiente regula-
ridad para que puedan ser llevadas a su forma discreta
sobre ()y,.

26

Con estas consideraciones el esquema de discretiza-
cién cuando i,j € {2,...,n} ym € {3,...,n; + 1} me-
diante la discretizacion temporal con BDF2 estd dado
por

3 _
(5 +4007) ()i jm—
a1y [(un)izvjm + (Un)istjm + n)ij—1,m + (Un)ijr1,m] —

1
20un)ijm—1+ 5 ()i + e Glim =t Sijm

(wn)ijm—

NI L

2(wy)ijm—1+ %(wh)i,j,mfz +hi Gy = heSijm

®)
Como en su momento se menciond, las condiciones de
borde de (2) requieren de esquemas de discretizacion
diferentes sobre cada uno de los lados de (). Asi pa-
ra los puntos en los cuales i € {2,...,n}, j = 1y
m € {3,...,n+ 1} se tiene el esquema,

3 _
(5 +4017) (un) i1,m—

o177 [t )ig1,1,m + () im1,1,m + 2(Un)iom) —

1
2(up)igm-1+ E(uh)i,l,m—2 + 1y Gy = hisiam,

(wh)i,l,m*

N W

2(wn)igm— + %(wh)i,l,mfz +he Gy = hi i ms
©)

Es necesario el desarrollo de esquemas similares, los
cuales son construidos de manera similar sobre los lados
y vértices restantes de ().

En los instantes para los cuales m € {1,2} se pro-
cede con la discretizacién de la parte temporal usando
el método de Crank-Nicolson donde los esquemas res-
pectivos son desarrollados de manera similar (ver [13,
p- 77-91]).

Con ayuda de los esquemas anteriores la discretiza-
cién del problema (2) puede ser escrita en forma de un
sistema no lineal de ecuaciones de la siguiente forma

Ap(sp) = fp,

donde Aj, es una matriz cuadrada con estructura disper-
sa. Ademas se nota por s, = (uy, wy,) al vector que reco-
ge a (u,w) en su forma discreta y f;, como el vector que
recoge el lado derecho de los esquemas de discretizacion
anteriores.

4.2 Esquema de suavizado puntual

Dado que el problema (2) es un problema no lineal de-
pendiente del tiempo, la forma de aplicar el método mul-
timalla para estos problemas estd basado en el uso de
una discretizacién implicita de la parte temporal.

Dada la necesidad de establecer un esquema de sua-
vizado para el método multimalla FAS, a continuacién se
definird un esquema de suavizado puntual. El esquema
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desarrollado considera el método iterativo de Newton-
Gauss-Seidel [8, p. 95]. Este esquema de suavizado pun-
tual es aplicado a cada punto del mallado espacio tem-
poral Q) x [0, T] con el propésito de actualizar (uy); ., y
(Wh)ijm-

Para cada uno de los esquemas de discretizacién
desarrollados anteriormente se elabora un esquema de
suavizado. Para el esquema (8), tomando la notacién a
continuacién se procede de la siguiente manera.

3 3
= (= 4 ¥ = —
a (2 +4017), a 5
Sijm =01y [(n)i-1jm + (Un)it1,jm
+ ()i j—1,m + ()i j41,m)
*z(uh)i,j,m—l + (”h)i,j,m—2 —hesijm
Rijm = —=2(wp)ijm—1+ (Wn)ijm—r2—MeSijm
De esta manera (8) se nota como
a1(un)ijm + Sijm+he - Gj =0,

(10)
(wh)z]m+Rz]m+hf z]m =0.

Al ser (10) un sistema de ecuaciones no lineales la apli-
cacion del método multimalla FAS requiere del método
de Newton-Gauss-Seidel. En consecuencia se procede a
calcular el Jacobiano, J;;n, del sistema anterior, el cual
estd dado por

a1 +ht(G )z]m ht(Gzlu)i,j,m

Jijjm = ,
ht(G )z]m aZ+ht(G ),],
donde
oG! dG!
S0 [(un)ijm) = (GL)ijms o [(@n)ijm] = (Gi)ijmr
0G?2 0G?
=)o) = (GDijmr 5= [@n)ijm] = (GZ)ijm-
La matriz inversa del Jacobiano esta dada por
1 ay + hy (G )1] m  —ht (Gzlu)i,j,m

]z_]m__ 7
g, D
_ht(G )zjm al+ht(G )z]m

donde D, el determinante de J; ; , es

D= (m +ht(G )1]m)(a2+ht(G )z]m)
= (B (GR)ijm) (e (G )ijm).

Para x > 0, el método iterativo de Newton-Gauss-Seidel
para actualizar las variables (uy,); i m Y (wy,)i,j,m estd dado

por

+1
(”h)g;rm ) (uh)g,}](‘,)m N ]_1 (Tﬁ)i/]‘/m
+1 i,j,m h 4
(wn) 50| | o)), .
donde
(Vﬁ)i,j,m = —ay(up)ijm — Sijm — ht Gl=0o,
param =3,..., Nt +1,
()i jm a1 (wn)ijm — Rijm — ht G2 =0,

param =3,..., Ny + 1.

Finalmente el esquema de suavizado puntual es

() € ()it

ijm ij,m

[(”2 + It (Gw)l/m)(rh)z/m
(a1 +he (G jm) (a2 + he (GZ)ijm) —

ht (G )1] m(rh )l/m}
(hr (G )z] m)(ht (

)I]nl),

(@)D (wy) ™)+

ijm ijm

[ hy (G )l/ﬂl (r h)f]m + (a1 + Iy (Gllx)i,j,m) (r . )um}
(a1 +he (Gh)ijm) (a2 + e (GZ)ijm) — (e (GZ)ijm) (Bt (G

)I]nl),

parax > 0.

En los instantes para los cuales m = {1,2} se pro-
cedié usando el esquema de discretizacién de Crank-
Nicolson y desarrollando el esquema de suavizado pun-
tual adecuado. Los esquemas puntuales de suavizado
para los esquemas de discretizacién restantes, lados y
vértices de (), son desarrollados de manera anéloga a
los anteriormente mostrados.

Con la ayuda de los esquemas establecidos anterior-
mente a continuacién se establece el algoritmo de sua-
vizado respectivo. Esquema que serd denominado como
suavizado-AP.

Algoritmo 4.1. Esquema de suavizado 8 =

(1) Sea sgzK) = (uy),wy)

(2) Seav > 0y tomar cadai,j € {1,...
(k) ()

(3) Actualizar u; Y Wijm cgmponentes de (uh SW),
esquema de suavizado siguiente:

nm+1yyme{l,...,

suavzzado—APV(s£Z ), Ap, £1).

) una aproximacion inicial discreta a la solucion u, w del sistema (2).

ny + 1}

) respectivamente iterando desde x = 0 hasta k = v mediante el
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(a) Para (8).Sii,je{2,...,.n}yme{3,...,

ng + 1} el esquema puntual correspondiente es

() 5 () ) 4

i,j,m

[ (a2 + B (G2)ijm) ()i

L]m

— 1t (GL)ijn (7l )]

(a1 +he (GL)ijm) (a2 + 1t (GF)ijm) —

(ht ( )z] m)(hf( w)z] m)/

@)+ (@)t

i,j,m

ijm

(=t (G2)ijm ()i + (@1 + e (GL)ijm) (i

(a1 + bt (Gh)ijm) (a2 + 1t (G3)ijm) —

Sime{3,...,

(ief2...,
(Gjel2...,

(ht (Gz)z] m)(ht (Gw)z] m)l

ne + 1} y si se cumple alguna de las siguientes instancias

ny, j=1),(ie{2...,
ny,i=n+1),(je{2...,

n},j:n+1)/
n},i=1),

aplicar el esquema puntual de suavizado respectivo a los esquemas de discretizacion restantes

(b) Mediante la discretizacion realizada con Crank-Nicolson, para i,j € {2,...,

es

nyym € {2,3} el esquema puntual

(un) 55" = (un) |, +

1+ % (G2 )(?h)«,j,

— B (Gh)ij2()i 0]

1+ 207+ (Gh)ij2)(1+

(wh)z(';;l)

7

%(G3)ij2) — (%(G3)ij2) (5 (Gh)izn)

-4 <G2>,], (fﬁ>,],z+<1+zm+ (GHij2) (Fh)iio]

(142077 + % (Gl)i;2) (1

Si se cumple alguna de las siguientes instancias

(ief2...,
(Gjel{2...,

+2(G2)i0) — (%(G2)ij2) (B (GL)ij2)
ny,j=1),(ie€f{2,...,n}, j=n+1),
ny,i=n+1),(je{2,...,n},i=1),

ym € {1,2} aplicar el esquema puntual de suavizado respectivo a los esquemas de discretizacion restantes

(4) Una vez actualizadas cada una de las componentes de (u,(f), w

se obtiene s, = (i, Wy,)

)

En el algoritmo anterior el pardmetro v > 0 represen-
ta el ntimero de iteraciones a realizar

4.3 Sucesion de mallas y operadores de
transferencia

El método multimalla requiere de una sucesién de ma-
llas definidas en funcién del tamano de discretizaciéon

utilizado para Q). Se define la sucesion de mallados

Qh > Ohg,l D ... D Oh()/

l
donde (), representa la malla original fina y la malla
final ), de mayor grosor.

En los esquemas previamente definidos, la eleccién
de la malla inicial se efecttia tomando un tamafio de dis-
cretizacién igual a h = £/2% con i € N. La eleccién
que se adoptard para construir la sucesién de mallas re-
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queridas por el método multimalla se realizard mediante
engrosamiento estdndar. De esta manera se define la si-
guiente sucesién de mallas

Oh > OZh D ... D O%h/ 11

donde (), representa la malla original fina de grosor
h = £/2" y 2 > 0 es un nimero natural tal que el ta-
mario de discretizacion de la malla final )., es /2.

El método multimalla requiere del manejo de la ecua-
cién de residuo sobre cada uno de elementos de la suce-
sién definida en (11). La transferencia del residuo entre
mallas se realiza mediante los operadores de transferen-
cia (operadores de restriccion) (ver [28, p. 42-44]). Debi-
do a la geometria del dominio del problema (2) fue nece-
saria la construcciéon de diferentes esquemas de discre-
tizacién. Estos esquemas consideran las fronteras asi co-
mo los puntos interiores y vértices de ().

En todo lo que sigue el operador de restriccion utili-
zado es el operador fullweighting (ver [28, p. 42]). A con-
tinuacion se definird la forma que toma este operador
sobre (),

Para los puntos en los cuales i,j € {2,...,n}ym €
{2,...,n; +1} el operador toma la forma

11212h
—l242
12 1],

El uso del operador de restriccion fullweighting sobre
los puntos en cada uno de los lados y vértices de ), de-
be ser efectuado con precaucién. Sobre los puntos para

los cualesi € {2,...,n}, j=1yme {2,...,n;+ 1} el
operador es
2h

2
2,
0 ]

1
160

O =

y de manera similar sobre los lados y vértices restan-
tes de )y,.

Para la transferencia entre un mallado de mayor gro-
sor a uno de menos grosor el operador utilizado es el
operador de interpolacién bilineal (ver [28, p. 44]).

Por ultimo se establece el algoritmo multimalla FAS
desarrollado para el problema monodominio de Aliev-
Panfilov dado por el sistema (2) y las condiciones de ini-
cializacién del mismo

Sea N € {3,4,...} fijo, representando el niumero de
niveles de mallado a utilizar. Se define la sucesién de ma-
llas de grosor h = ¢2%~1 /2N dada por

(O%h) =OQn Qop, .., O, conxe{l,...,N—1}

donde

Qp D Oy D oo D Oy,

y se inicializa el método mediante la una aproxima-
cién inicial discreta a la solucién del problema (2) dada
por s, © = (uy©, wy, () = (0,0), en consecuencia se
procede con el siguiente algoritmo en forma matricial

Algoritmo 4.2. Método FAS para el problema de Aliev-Panfilov (FAS-AP),

Seak >0,
S;(lk+1) — FAS—AP(%/ v, ng}?l A%h/ f%h/ V1, VZ)

(1) Pre-suavizado
- Calcular §g2 aplicando v1 > 0 pasos de suavizado a s

(k)

S.h

(2) Correccion del mallado (Coarse Grid Correction CGC)

(k)
»xh*

= suavizado—APVl(s(k) A, £.1)-

»xh’

Calcular el residuo TSZ? =fn— A%h(gﬁ)f
Restringir el residuo i‘gl;)ﬂ)h = ISZH)h fﬁfh)/
Restringir §g2 §E FDh T IE;ZH)thZz’

Calcular el lado derecho

k)
x+1

(k)
(se+1

Tomando f/E ) + éE];)
(k) e
(3¢4+1)

)=§

A n Q(% +1)n de la ecuacién en el mallado grueso

~(k Z
A(%+1)(VE;}+1)) = f(%+1)f

_ W S0
ferin = oy t A p)-

1y mediante el método de Newton-Gauss-Seidel, calcular una solucién aproximada

(12)
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por:

Si 32 = N — 1, usar v = 50 veces el método suavizado-AP para resolver (12).

Si 2z < N — 1, resolver (12) realizando n — s ciclos del método FAS-AP usando §

k . S
(k) Como aproximacion lTZZClEll,

(se4+1)h

o (k) — 5 (k) o)

V(o1 = FAS-AP T(x+1, 7, 8oty Aty £y V1 v2),
Calcular la correccion égl;)ﬂ)h = (\,E];)-‘rl)h — §§12+1)h,
Interpolar la correccion égfh) = I(”jt’ 1) hégl;) S
Calcular la aproximacion corregida en (), sg{hfcsc) = §g2 + éf{kﬁ .

(3) Post-suavizado
- Calcular sg(; 2 aplicando v, > 0 pasos iterativos a sgfh_ccc):
sg{; YV = suavizado-AP Vz(sg(hfcsc), Ay £o10)-

En el algoritmo anterior se incluye el pardmetro «y (in-
dicado como exponente) el cual representa el tipo de ci-
clo a ser utilizado en el mallado de mayor grosor. Poste-
riormente se tomarédn valores v = 1y v = 2, definidos
como ciclos V y ciclos W respectivamente.

Por ultimo se define el siguiente esquema que aborda
la estructura temporal del problema de Aliev-Panfilov.

4.4 Método de horizonte temporal

Al tratar con problemas de tipo parabdlico, es decir pro-
blemas dependientes del tiempo ¢, se establecen inter-
valos temporales en donde la solucién del sistema evo-
luciona en funcién de t. De esta manera, si el intervalo
u horizonte temporal es de larga duracién, en conjunto
con el método multimalla se emplea la técnica de retroce-
so de horizonte temporal (ver [17]), (ver [5, p. 9]).

En la implementacién de este método es necesario
definir varios intervalos de tiempo o ventanas tempora-
les de tamarfio At. Asi el horizonte temporal total esta da-
do por ntAt = T donde nt es el nimero de ventanas
temporales de longitud At. En cada ventana temporal el
problema (2) es resuelto, de donde el resultado al ins-
tante n,At define la siguiente condicién inicial para el
intervalo (1 AT, (ny + 1)At) conng =0, ..., ny — 1.

El algoritmo del esquema de retroceso de horizonte
temporal aplicado a el problema (2) estd dado de la si-
guiente manera

Algoritmo 4.3. Método de retroceso de horizonte temporal.

(1) Realizar u(x,y,0) = yo, w(x,y,0) = wy y ny = 0.

(2) Resolver con el método FAS-AP (2) en el intervalo
(nwAT, (ny + 1)At).

(3) Actualizar ny < ny + 1y realizar
ug(x,y) = u(x,y, npht),
wo(x,y) = w(x,y, npt).
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(4) Mientras ny # nt — 1 volver al paso 2.

Una vez que se ha definido puntualmente la metodo-
logia de implementacién computacional del método FAS
para la resolucién del modelo monodominio de Aliev-
Panfilov se procede con la experimentacién sobre el mo-
delo.

5 Experimentos numéricos

Esta seccién estd dedicada al andlisis de los experi-
mentos numéricos del modelo monodominio de Aliev-
Panfilov dado por (2). Los experimentos numéricos son
resultado de la implementacién computacional del mo-
delo presentado en la seccién anterior y llevado a ca-
bo sobre el lenguaje de programacién FORTRAN (For-
mula Translating System). El modelo computacional fue
implementado con el objetivo de usar el método multi-
malla para problemas no lineales sobre ecuaciones dife-
renciales parciales de tipo parabdlico. En la implementa-
cién del modelo se decidi6é usar una sucesién de mallas
con engrosamiento estdndar y para la transferencia de
las aproximaciones entre las mallas se usa el operador
fullweighting y el operador de interpolacién bilineal, todo
esto como fue discutido en el desarrollo del algoritmo
FAS-AP. Adicionalmente se realizan ciclos V o W depen-
diendo del experimento a realizar.

Los valores para los parametros del modelo han sido
elegidos de tal forma que reproduzcan las caracteristicas
fisiolégicas del tejido cardiaco. Valores para estos pue-
den ser encontrados en [9] y [5].

5.1 Experimento Test

En esta instancia se procede a validar la implementacién
computacional del modelo. Para esto se realiz6 un expe-
rimento test sobre diferentes tamarios de discretizacién
espacio-temporal. Se procederd a tomar el dominio, €2,
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como un cuadrado de lado £ = 1 centrado en el pun-
to (0.5,0.5) y como horizonte temporal el valor T = 1 a
lo largo de una tnica ventana temporal. Los valores de
los pardmetros del modelo (2), para esta instancia, estdn
dados mediante la siguiente tabla

Parametro | Valor
k 8.0
a 0.1
b 0.1
€0 0.01
M1 0.0
Ha 0.3
(%] 1.0

Como el enfoque de este experimento es la valida-
cién de la implementacién del método, el valor de los
pardametros no tienen ningtin significado fisico, sin em-
bargo se han tomado los valores que experimentalmente
han sido observados. Estos valores se encuentran dados
en [9] y [5].

Con el propésito de validacién, para este caso, se ha
considerado al término (gg + J; f}u), como constante y
toma el valor 0.01.

Adicionalmente, para este experimento, se imponen
las siguientes condiciones iniciales

u(x,y,0) =0,
w(x,y,0) = 0.
A fin de obtener una solucién preestablecida para el

sistema de Aliev-Panfilov se desea que la solucién de (2)
sea de la forma

w(x,y,t) =t K§X3 4x2) + (gf’ 4y2)} .

donde procediendo sobre el sistema (2) al reemplazar los
valores de 1, w dados por (13) es posible despejar las fun-
ciones s, § y en consecuencia se tiene

s(u, w) =sen(27x — g) + sen(27ry — g)

+kt (sen(27tx - %) +sen(2mty —

~—
N—

[t (sen(an - %) +sen(2mty —

[t (sen(an - %) +sen(2mty —

~—

\
S
=

~—

NN
v:/leﬂ;i
\
—_
+

[t (sen(an - %) +sen(2mty —

83 42,83 ,2
t<3x 4x—|—3y 4y
s

)

T

7))

$(u,w) = <§x3 —4x2> + <§y3 —4y2) -
€p {t <§x3 —4x% + gy?’ — 4y2)

—k#? (sen(27tx - g) +sen(2mty —

_b_l},

- (—47’(2 sen(27tx —

—47% sen(27ty —

D)

Finalmente se muestran los resultados de la simula-

u(x,y,t) =t {sen(27rx - g) +sen(2mty — g)} , (13) cién
Ciclos | v | & he | vi | va | [Jup —ul]p2 [|wp, —wl|,2 0 Tiempo
(Qp/he) (Qph)
5 1[1/2611/28| 3 | 3 | 1.05169 x 10~% | 2.17568 x 10> | 0.505999 | 3.97s
5 1(1/27 | 1/27 | 3 | 3 | 440765 x107° | 9.59829 x 10~ | 0.563413 | 29.55s
5 111/2811/28 | 3 | 3 | 1.58175x 1075 | 4.14837 x 107° | 0.630469 | 239.32s

Figura 3. Aproximaciéon de u cona h = 1/64 , Aproximacién de w conb h = 1/64 y donde h; = 1/64 para ambos casos. Al

instante f = 1.
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Figura 4. Aproximacién de u cona h = 1/128 , Aproximacién de w conb 11 = 1/128 y donde h; = 1/128 para ambos casos. Al

instante t = 1.

0
e ik
I |
s
| B

25

b

Figura 5. Aproximacién de u con a h = 1/256 , Aproximacién de w con b 1 = 1/256 y donde h; = 1/256 para ambos casos. Al

instante t = 1.

En las Figuras 3, 4 y 5 se muestra la aproximacién de
la solucién para u y w sobre diferentes tamafios de dis-
cretizacion.

Especificamente, en 3a y 3b se realiz6 ciclos V, indica-
do mediante el valor del pardmetro y = 1. Para el méto-
do multimalla FAS se procedié mediante una sucesiéon
de 5 mallas de grosor h = 1/2"* conn = 1,...,5, es
decir se procedié mediante un engrosamiento estandar,
donde para n = 5 se tiene la malla inicial fina. En la tlti-
ma malla gruesa, es decir cuando n = 1, la resolucién
del problema residual es trivial, por lo que la solucién
a este sistema se tiene al realizar 50 ciclos iterativos del
método de Newton-Gauss-Seidel.

En cada instancia de pre y post suavizado, previo a
la transferencia de la ecuacién de residuo entre mallas,
se realizan 11 = v, = 3 ciclos del método de suaviza-
do Newton-Gauss-Seidel. Como se menciond, en la im-
plementacién del método se eligié el operador de res-
triccién fullweighting [28, p. 42] y la transferencia entre
el mallado grueso al mallado fino se realiza mediante el
operador de interpolacién bilineal [28, p. 44].

Interpretaciones similares se tienen sobre los casos
4a-4b y 5a-5b donde se necesitaron sucesiones de 6 y
7 mallas de grosor h = 1/2"tY conn = 1,...,6 y
n=1,...,7 respectivamente.

Se puede apreciar que el error se reduce en aproxi-

madamente un factor de 4 al doblar el grosor del ma-
llado inicial de h = hy = 1/2% ah = hy = 1/27 y de

h=h=1/2"ah=h; =1/28, 1o que pone en evidencia
el uso de aproximaciones de segundo orden producto de
las respectivas discretizaciones.

5.2 Experimento II

En este punto se procede con la simulacién numérica de
(2) tomando el valor de los parametros de la siguiente
manera

Parametro Valor
k 8.0
a 0.1
b 0.1
€0 0.01
2 0.12
Ha 0.3
o1 5.0 x 10~*

valores dados en [9] que han sido elegidos de tal ma-
nera que el potencial eléctrico genera un patrén en forma
de espirales. Este patrén es caracteristico de los proce-
sos reentrantes debido a una anomalia cardfaca como un
proceso de arritmia.

Al igual que antes se procederd a tomar el dominio,
), como un cuadrado de lado ¢ = 1 centrado en el pun-
to (0,0). Se consideran nulas las funciones s y §, es decir
s = 0, § = 0. Como horizonte temporal se toma el valor
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T = 200 a lo largo de 400 ventanas temporales de longi-
tud 0.5 en la cuales ii; = %25. De manera similar que en el
experimento test, y en todos los sucesivos experimentos,
la resolucién del problema residual sobre el mallado de
mayor grosor se realiza al utilizar 50 pasos iterativos del
método de Newton-Gauss-Seidel y se usan los operado-
res de transferencia e interpolacién anteriormente cita-
dos.

Tomando como referencia [9, p. 24] se consideran las
condiciones iniciales de la forma

1 ix>0.03y-005<y<0,
o=} rzom 0wy

en otros casos,

1.5 six <0.03,

1.5 six>0.03yy < —0.1,
w(0) = 0 six>003y—-01<y<0,

1.5 six>003yy >0,

0  en otros casos.

u
05 1
- 4048
B 1)
]
0.4
0.2
-05
-0.5 1] 05 !

a

El sistema con las consideraciones anteriores, descri-
be un impulso eléctrico con un valor por encima o igual
del valor de umbral en un sector del tejido cardiaco. Este
valor inicial provoca una ola de actividad eléctrica que
se difunde sobre el medio excitable tomando forma de
espirales que evolucionan a lo largo del horizonte tem-
poral.

donde ||| o vaial o representan el resi-
duo de la aproximacién de u y w respectivamente.
Como el objetivo de la simulacién reside en consta-
tar la evolucién temporal del sistema y las caracteristicas
asi como el comportamiento del flujo eléctrico sobre el
tejido cardiaco, se procede sobre la primera simulacién,
es decir la aplicada con un mallado inicial h = 1/ 26,
hy = 1/22 observandose el comportamiento a continua-

cion

05

0.5

b

Figura 6. a. Estimulo inicial, t = 0, para el potencial de membrana u, sobre un sector del tejido cardiaco. b. Estimulo inicial,

t = 0, de repolarizacién w, sobre un sector del tejido cardiaco.

En 6a se muestra 1y = u(x,y,0) aplicado sobre un
sector del tejido cardiaco. En color amarillo se muestra
el impulso inicial, mientras que en color verde el valor
de u sobre el tejido restante que se encuentra en su es-
tado inicial de reposo. De manera similar para 6b el co-
lor verde denota el valor inicial que toma la variable de

DSr

repolarizaciéon wy = w(x,y,0) denotando reposo en el
sector que es estimulado mediante u y el color amarillo
denota la fase de repolarizacién del tejido que lleva el
valor del potencial de membrana u a su valor de reposo
igual a cero.

|

|

v
4
|
I
|
I
|
I
|

0 500 1000 1500 2000

C

Figura 7. a. Evolucién del estimulo inicial para el potencial de membrana u, sobre un sector del tejido cardiaco. b. Evolucién del
estimulo_inicial de repolarizacién w, sobre un sector del tejido cardiaco. c. Evolucién temporal de u, w medida sobre el punto
(0,0) de Q) representando el tejido cardiaco.
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En 7a se muestra la evolucién temporal de u desde
su valor inicial al instante t = 0, hasta el instante en el
cual t = 100 sobre el tejido cardiaco. En color amarillo
se muestra la evolucién del impulso inicial y la forma en
espiral que toma, mientras que en color verde el valor de
u sobre el tejido restante que se encuentra en su estado
de reposo.

Para 7b el color verde denota el los sectores donde
la variable de repolarizacién w toma valores cercanos al
estado de reposo y el color amarillo denota la fase de re-
polarizacién del tejido que lleva el valor del potencial de
membrana u a su valor de reposo igual a cero.

En 7c se muestra la evoluciéon temporal de u y w en el
punto medio del dominio (0,0). En los instantes en que
0 <t < 25 el valor de u(0,0,t) (rojo) es igual a cero,
mientras que el valor de w(0, 0, f) (negro) desciende des-
de el valor inicial de uno a un valor superior a cero pero

0 500

inferior a 0.2. En esta primera fase del ciclo se observa
que el estado de reposo es paulatinamente perturbado
mediante la repolarizacién del tejido.

En los instantes en que 25 < t < 100 el valor de
1(0,0,t), w(0,0, ), presenta un patrén repetitivo. En un
primer instante el valor del potencial de membrana se
incrementa rapidamente de su valor de reposo, igual a
0, hasta un valor cercano a 1 para posteriormente decaer
de manera gradual, y nuevamente, al estado de reposo
en el instante t = 60. Este ciclo demuestra la fase de
rédpida depolarizacién del tejido y su posterior repola-
rizaciéon. A partir del instante ¢t = 60 hasta el instante
t = 100 se observa la repeticion del ciclo de depolariza-
cién-repolarizacién con un patrén similar al descrito en
el lapso 25 < t < 60, sin embargo la duracién del ciclo
de depolarizacién-repolarizaciéon es menor.

1500

Figura 8. a. Evoluci6n del estimulo inicial para el potencial de membrana u. b. Evolucién del estimulo inicial de repolarizacién
w. ¢. Evolucién temporal de u, w medida sobre el punto (0,0) de () representando el tejido cardiaco.

Finalmente 8a, 8b, 8c se muestra la evolucién tempo-
ral de u, w y el valor en el respectivo punto medio de
Q) desde su valor inicial al instante + = 0, hasta el ins-
tante en el cual t = 200 sobre el tejido cardiaco. En 8c
se aprecia que a partir del instante t > 100 el ciclo de
depolarizacion-repolarizaciéon toma una forma regular.

5.3 Experimento III

En este punto se procede con la simulacién numérica de
(2) tomando los siguientes pardmetros

Parametro Valor

k 8.0

a 0.1

b 0.1

€0 0.01
H1 0.12
Ha 0.3

) 25x%x107°

Al igual que en el experimento anterior los valores
de los pardmetros han sido tomados de [9] y se varia
el valor del pardmetro o7 con el propésito de obtener
un patrén en espiral diferente al presentado previamen-
te con un marcado fenémeno de reingreso del impulso
eléctrico.
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Se toma s = 0y § = 0 y como condiciones iniciales
las siguientes funciones [9, p. 24]

1 ix>0y—0.01<y <0,
wo={} Bzerancys
0 en otros casos,
1 six <0,
1.5 ix>0 < —0.01,
w(0) = Sr=yy
—-05y six>0y—-001<y<0,
0 en otros casos.
El valor del horizonte temporal es T = 1000 a lo

largo de 2000 ventanas temporales de longitud 0.5 con

u
05 1
- qo8
- q08
i
04
n.z
-0.5
-5 0 0.5 0

a

hy = %. Los resultados de la simulacién son

donde [|ry||2 y ||tull 2 representan el resi-
] (Qh/ht_) (Qpohe) )
duo de la aproximacién de 1 y w respectivamente.

De manera similar que en el experimento anterior,
se puede observar la evoluciéon temporal del impulso
eléctrico desde su valor inicial para posteriormente pro-
vocar una ola de actividad eléctrica en forma de espira-
les. En esta simulacién claramente se observa un proce-
so de arritmia al advertir la forma del proceso reentran-
te donde el tejido que ha sido previamente estimulado
vuelve a ser excitado y asi de manera repetitiva.

05

Figura 9. a. Estimulo inicial, t = 0, para el potencial de membrana u, sobre un sector del tejido cardfaco. b. Estimulo inicial,

t =0, de repolarizacién w, sobre un sector del tejido cardifaco.
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Figura 10. Potencial de membrana obtenido de la experimentacién sobre el modelo de Aliev-Panfilov. Se aprecia el raudo
fenémeno de depolarizacién y la sosegada repolarizacion del tejido.
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Figura 11. a. Evolucién del estimulo inicial para el potencial de membrana u. b. Evolucion del estimulo inicial de repolarizacién
w. c. Evolucién temporal de u, w medida sobre el punto (0,0) de () representando el tejido cardiaco.

Enla figura 11 se aprecia el proceso reentrante, donde
el tejido permanece repolarizado debido de un impulso
eléctrico que persiste después de la actividad normal del
corazén. La figura 10 muestra la forma del potencial de
membrana u descrito desde su valor de reposo. Se puede
apreciar el rdpido fenémeno de depolarizacién y la lenta
repolarizacién de la fase plateau.

El cambio de las condiciones iniciales asi como del el
valor del pardmetro 7 provoca el patrén caracteristico
de espirales. Es decir, bajo ciertas condiciones iniciales y
si la conductividad del medio cambia; es posible apro-
ximarse a la descripcién de las causas que provocan las
anomalias eléctricas del tejido cardiaco. Esta aproxima-
cién es una de las principales ventajas por las que el mo-
delamiento matematico permite un andlisis mas asequi-
ble y confortable que el andlisis y experimentacién sobre
organismos vivos.

6 Conclusiones

El funcionamiento del corazén se debe a un fenémeno de
naturaleza electromagnética. Al considerar los procesos
fisiol6gicos desde una perspectiva matemaética es posi-
ble modelar los fenémenos biol6gicos mediante técnicas
numéricas. Este propdsito requiere de la estrecha cola-
boracién de otras ciencias: biologfa, fisica, quimica, fisio-
logia, entre otras debido a la gran cantidad de conoci-
miento especifico involucrado.

36

El poder de la modelacién matemadtica de este
fenémeno radica en la facilidad de experimentacién so-
bre el modelo matematico, al contrario de un ensayo en
un organismo vivo, donde la experimentacién sobre es-
te tltimo, dependiendo del nivel de detalle, requiere de
altos costos para su investigacion.

Debido a la naturaleza no lineal y a la compleji-
dad del sistema de ecuaciones que describe la actividad
eléctrica del corazoén, su resoluciéon requiere de métodos
numéricos eficientes y competitivos. Debido al amplio
desarrollo de nuevas técnicas numeéricas y al incremento
de la capacidad computacional, la resolucién numérica
de este sistema de ecuaciones se alcanza con un nivel de
detalle que anteriormente hubiera requerido de un po-
der computacional inalcanzable.

Como se pudo apreciar el fendmeno eléctrico, des-
encadenado por la rdpida y casi instantdnea depolariza-
cién celular, presenta grandes retos tanto desde la pers-
pectiva teérica como computacional. En particular, la re-
soluciéon numérica del modelo requiere de métodos efi-
cientes para su discretizaciéon y simulacién. Se requi-
ri6 del método multimalla en conjunto con los esquemas
de discretizacién de Crank-Nicolson y BDF2 como técni-
cas numéricas para la resolucién del modelo. El método
multimalla y los esquemas propuestos han probado ser
eficientes en problemas de complejidad similar.

La implementaciéon computacional del modelo, en el
lenguaje FORTRAN, asi como las respectivas simulacio-
nes numéricas, se efectuaron sobre un computador de
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escritorio y como se pudo apreciar en la seccién corres-
pondiente a los experimentos numéricos los resultados
de la simulacién son altamente satisfactorios y arrojan
resultados con valores de tiempo de ejecucién asi como
de valores de error apropiados para las instancias anali-
zadas. Esto es posible debido a la eficiencia de la com-
binacién de los métodos de discretizacién de segundo
orden con los métodos multimalla.

Adicionalmente de la experimentacién numérica se
puede concluir que los fenémenos de anomalia cardiaca
son claramente observables. Esta capacidad de repro-
duccién de fenémenos de arritmia es uno de los motivos
por los que se prefiere la experimentacién computacio-
nal al contrario de la experimentacién a nivel de orga-
nismos vivos.
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